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Πρόλογος

Στην παρούσα πτυχιακή εργασία γίνεται µία εισαγωγή στην τοπολογία ανα-
ϕέροντας κάποια ϐασικά στοιχεία της, µε τρόπο ώστε ο κάθε αναγνώστης ο
οποίος δεν είναι γνώστης του ϑέµατος να µπορεί να την κατανοήσει. Πιο
συγκεκριµένα, αναφέρουµε γεωµετρικά προβλήµατα της τοπολογίας καθώς
και τοπολογικούς τρόπους κατασκευής επιφανειών. Οι ϐασικές έννοιες µε
τις οποίες ασχολούµαστε είναι το πρόβληµα χρωµατισµού ενός χάρτη,το πρό-
ϐληµα των γειτονικών περιοχών,η έννοια του οµοιοµορφισµού και οι τοπολο-
γικές ιδιότητες σχηµάτων. Το ϑεώρηµα Descartes και το πως συνδέεται µε
την κατασκευή επιφανειών από πολύγωνα. Επίσης αναφέρουµε την έννοια
του τοπολογικού πολυγώνου και την έννοια των προσανατολίσιµων και µη-
προσανατολίσιµων επιφανειών. ΄Ολες οι παραπάνω έννοιες καθώς και η δοµή
της εργασίας είναι ϐασισµένη στο ϐιβλίο του M.Fréchet-K.Fan, Initiation to

Combinatorial Topology.
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Κεφάλαιο 1

Βασικά Στοιχεία Τοπολογίας

1.1 Εισαγωγή.

Η τοπολογία είναι ο κλάδος της γεωµετρίας ο οποίος µελετά τις ποιοτικές ο-
µοιότητες των «γεωµετρικών αντικειµένων». Στη γεωµετρία συνήθως µελετάµε
τα γεωµετρικά σχήµατα σε σχέση µε τις µετρικές ιδιότητες που έχουν, και η
έννοια της µετρικής παίζει ουσιαστικό ϱόλο. Για παράδειγµα συγκρίνουµε
δύο τρίγωνα µελετώντας τα µήκη των πλευρών τους ή το µέγεθος των γωνιών
τους. ΄Ετσι δύο τρίγωνα είναι «ίσα» αν έχουν τις πλευρές τους ίσες ή µια γωνία
και τις προσκείµενες πλευρές τους.

Στην τοπολογία δύο σχήµατα ϑεωρούνται «τοπολογικά ισοδύναµα» αν µπο-
ϱούµε να περάσουµε από το ένα στο άλλο µέσω ενός συνεχούς µετασχηµατι-
σµού. Κάτω από αυτήν την έννοια ένα τρίγωνο, ένα τετράγωνο, ένας κύκλος
και µια έλλειψη είναι τοπολογικά ισοδύναµα γιατί το κάθε ένα από αυτά µπο-
ϱεί να µετασχηµατιστεί µέσω µιας συνεχούς 1-1 και επί απεικόνισης στο άλλο.

Ακόµα και αν ο χώρος είναι µετρικός η έννοια της συνέχειας δεν εξαρτάται τό-
σο από την απόσταση όσο από τα ανοιχτά υποσύνολα του χώρου. Πράγµατι,
µια συνάρτηση είναι συνεχής αν αντιστρέφει τα ανοιχτά σύνολα σε ανοιχτά.
Σηµειώνουµε ότι διαφορετικές µετρικές σε ένα σύνολο µπορεί να δίνουν ακρι-
ϐώς τα ίδια ανοιχτά σύνολα. ΄Ετσι αν το επίπεδοR2 το εφοδιάσουµε µε µετρική
d((x, y), (x′, y′)) = |x−x′|+ |y−y′| παρόλο που η µετρική διαφέρει πολύ από
την συνηθισµένη (την Ευκλείδεια) D((x, y), (x′, y′)) =

»
|x− x′|2 + |y − y′|2,

για παράδειγµα δεν ισχύει το πυθαγόρειο ϑεώρηµα, τα ανοιχτά σύνολα είναι
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και στις δύο περιπτώσεις τα ίδια και συνεπώς και οι συνεχείς συναρτήσεις
f : R2 → R2.

΄Ενας οµοιοµορφισµός είναι µια συνάρτηση f : X 7−→ Y η οποία είναι «ένα
προς ένα» και «επί» (οπότε έχει και αντίστροφη f−1 : Y 7−→ X) όπου και οι
δύο f και f−1 να είναι συνεχείς. ΄Ενας από τους πρωταρχικούς στόχους αυτού
του κεφαλαίου ϑα είναι η ενίσχυση της κατανόησης της έννοιας της συνέχειας
και της σχέσης ισοδυναµίας του οµοιοµορφισµού. Επίσης ϑα αναφερθούµε
µε µεγαλύτερη ακρίβεια στα «γεωµετρικά αντικείµενα » στα οποία ενδιαφερό-
µαστε (καλούµενα τοπολογικούς χώρους), αλλά ϑα επικεντρωθούµε κυρίως
σε πιο γνωστούς χώρους (όπως επιφάνειες) αντί να διερευνήσουµε γενικότερα
τους τοπολογικούς χώρους.

Θα δώσουµε κάποια παραδείγµατα πολύ απλών (αν και δύσκολων στο να λυ-
ϑούν) προβληµάτων στο επίπεδο και στο χώρο που δεν εξαρτώνται από την
απόσταση.

1.1.1 Το Θεώρηµα του Jordan

Θεωρούµε το σύνηθες Ευκλείδειο Επίπεδο, που είναι το R2 µε την συνηθι-
σµένη µετρική

D((x, y), (x′, y′)) =
»
(x− x′)2 + (y − y′)2

Ο µοναδιαίος κύκλος ορίζεται να είναι το σύνολο

S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}

και είναι το πρότυπο για αυτό που αποκαλούµε απλή κλειστή καµπύλη στο
επίπεδο. Κάθε υποσύνολο C του R2 που είναι οµοιοµορφικό µε τον S1, δηλα-
δή υπάρχει ένας οµοιοµορφισµός f : S1 → C ονοµάζεται µια απλή κλειστή

καµπύλη. ΄Ολες οι απλές κλειστές καµπύλες (πχ ένα τρίγωνο, ή µια απλή
πολυγωνική γραµµή ή µια έλλειψη είναι παραδείγµατα απλών κλειστών κα-
µπυλών.

Είναι ϕανερό ότι ο κύκλος χωρίζει το επίπεδο σε δύο ξένα ανοιχτά σύνολα,
το εσωτερικό του κύκλου

H1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}
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και το εξωτερικό του κύκλου

H1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 > 1}

που έχουν τις εξής ιδιότητες :

1. Το H1 είναι ανοιχτό συνεκτικό και ϕραγµένο.

2. Το H2 είναι ανοιχτό συνεκτικό και µη ϕραγµένο.

3. Τα H1 και H2 έχουν κοινό σύνορο τον κύκλο S1.

4. Αν ενώσουµε ένα σηµείο τουH1 µε ένα σηµείο τουH2 µε κάποια συνεχή
γραµµή τότε η γραµµή αυτή ϑα τέµνει το σύνορο S1.

∆ιαισθητικά αντιλαµβανόµαστε ότι ακριβώς τα ίδια ϑα συµβαίνουν αν αντι-
καταστήσουµε τον κύκλο S1 µε µια οποιαδήποτε απλή κλειστή καµπύλη C
δηλαδή το επίπεδο ϑα χωρίζεται σε δύο ξένα ανοιχτά σύνολα, το εσωτερικό

της C και το εξωτερικό της C που ϑα έχουν τις εξής ιδιότητες :
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1. Το H1 είναι ανοιχτό συνεκτικό και ϕραγµένο.

2. Το H2 είναι ανοιχτό συνεκτικό και µη ϕραγµένο.

3. Τα H1 και H2 έχουν κοινό σύνορο την απλή κλειστή καµπύλη C.

4. Αν ενώσουµε ένα σηµείο τουH1 µε ένα σηµείο τουH2 µε κάποια συνεχή
γραµµή τότε η γραµµή αυτή ϑα τέµνει το σύνορο C.

Το αποτέλεσµα αυτό είναι αληθές. Ωστόσο η απόδειξή του είναι δύσκολη
για τον λόγο ότι µια απλή κλειστή καµπύλη µπορεί να έχει πολύ περίπλο-
κο σχήµα, και δεν ϕαίνεται να υπάρχει εύκολος τρόπος να ξεχωρίσουµε το
εσωτερικό από το εξωτερικό.

Μια απλή κλειστή καµπύλη.

Οι χώροι που ϑα µας ενδιαφέρουν ϐασικά είναι ως υπόχωροι κάποιων Ευ-
κλείδειων χώρων δηλαδή χώρων της µορφής Rn.

Θα ξεκινήσουµε µε κάποιες ϐασικές έννοιες της τοπολογίας.
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1.2 Τοπολογικοί χώροι

∆ιαισθητικά οι «τοπολογικοί χώροι» είναι µαθηµατικά αντικείµενα στα οποία
έχει νόηµα να ορίσουµε της έννοιας της σύγκλισης και της συνέχειας. ΄Ε-
νας τοπολογικός χώρος είναι ένα σύνολο X στο οποίο έχουµε καθορίσει κά-
ποια υποσύνολά σαν «ανοιχτά» σύνολα. Πριν διατυπώσουνε τον ορισµό του
τοπολογικού χώρου ϑα ϑυµίσουµε τι σηµαίνει η γενικευµένη ένωση και η
γενικευµένη τοµή µιας οικογένειας συνόλων ή (που είναι ουσιαστικά το ί-
διο) τι σηµαίνει η γενικευµένη ένωση και η γενικευµένη τοµή ενός συνόλου
συνόλων. Αν (Ai)i∈I είναι µια οικογένεια συνόλων τότε ϑέτουµε⋃

i∈I
Ai = {x : υπάρχει i ∈ I µε x ∈ I}⋂

i∈I
Ai = {x : για κάθε i ∈ I ισχύει x ∈ I}

Αντίστοιχα αν A είναι ένα σύνολο από σύνολα τότε ϑέτουµε⋃
A = {x : υπάρχει A ∈ A µε x ∈ I}⋂
A = {x : για κάθε A ∈ A ισχύει x ∈ I}

Ορισµός 1.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος είναι ένα σύνολο X µαζί µε ένα
σύνολο T από υποσύνολα του X που έχει τις εξής ιδιότητες :

1. ∅, X ∈ T .

2. Η ένωση στοιχείων της T είναι στοιχείο της T . Συγκεκριµένα, αν A
είναι υποσύνολο της T τότε το σύνολο

⋃A ∈ T .

3. Η τοµή πεπερασµένων στοιχείων της T είναι στοιχείο της T . Συγκε-
κριµένα, αν A είναι πεπερασµένο υποσύνολο της T τότε το σύνολο⋂A ∈ T .

Το σύνολο T λέγεται η τοπολογία του X και τα στοιχεία του T ονοµάζονται
ανοιχτά υποσύνολα του X. ΄Ενας τοπολογικός χώρος ϑα συµβολίζεται σαν
ένα Ϲευγάρι (X, T ).

Με µόνο αυτόν τον ορισµό µπορούµε να ορίσουµε τις δύο ϐασικές έννοιες
της τοπολογίας : Την συνέχεια µιας συνάρτησης και την έννοια του οµοιο-
µορφισµού.
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Ορισµός 1.2. ΄Εστω (X, TX) και (Y, TY ) δύο τοπολογικοί χώροι. Μια συνάρ-
τηση f : X → Y ϑα λέγεται :

1. Συνεχής αν για κάθε ανοιχτό υποσύνολο B του Y το f−1(B) είναι ανοι-
χτό υποσύνολο του X.

2. Ανοιχτή αν για κάθε ανοιχτό υποσύνολο A του X το f−1(A) είναι ανοι-
χτό υποσύνολο του Y .

3. Οµοιοµορφισµός αν είναι συνεχής 1-1 και επί και η αντίστροφη συνάρ-
τηση f−1 : Y → X είναι συνεχής.

Αν υπάρχει οµοιοµορφισµός f : X → Y οι χώροι (X, TX), (Y, TY ) λέγονται
τοπολογικά οµοιοµορφικοί ή απλά οµοιοµορφικοί και σε αυτή την περίπτωση
γράφουµε (X, TX) ∼= (Y, TY ) ή απλά X ∼= Y .

Προφανώς µια 1-1 και επί συνάρτηση f : X → Y είναι οµοιοµορφισµός
αν είναι συνεχής και ανοιχτή. Η σχέση∼= είναι σχέση ισοδυναµίας στην κλάση
των τοπολογικών χώρων, µε την εξής έννοια1:

Πρόταση 1.3. Αν X, Y, Z είναι τοπολογικοί χώροι τότε ισχύουν τα εξής :

1. X ∼= X.

2. Αν X ∼= Y τότε X ∼= Y .

3. Αν X ∼= Y και Y ∼= Z τότε X ∼= Z.

1.3 Βάσεις

΄Ενας συνηθισµένος τρόπος για να κατασκευάζουµε τοπολογίες είναι µέσω
ϐάσεων και γενικότερα υποβάσεων.

Ορισµός 1.4. ΄Εστω X ένα σύνολο. ΄Ενα σύνολο B από υποσύνολα του X
λέγεται µια ϐάση τοπολογίας του X αν έχει τις παρακάτω ιδιότητες :

1. Αν B1, B2 ∈ B υπάρχει B3 ∈ B µε B3 ⊆ B1 ∩B2.
1 Για λόγους απλότητας παραλείπουµε να γράφουµε τις τοπολογίες, δηλαδή αν λέµε

ότι το X είναι τοπολογικός χώρος εννοούµε ότι το σύνολο X είναι εφοδιασµένο µε µια
συγκεκριµένη τοπολογία TX .
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2.
⋃B = X, δηλαδή για κάθε x ∈ X υπάρχει B ∈ B µε x ∈ B.

Αν B είναι µια ϐάση τοπολογίας του X τότε ορίζουµε ένα υποσύνολο του X
σαν ανοιχτό αν είναι ένωση στοιχείων της B, δηλαδή το A είναι ανοιχτό αν για
κάθε a ∈ A υπάρχει ένα B ∈ B µε a ∈ B και B ⊆ A. Το σύνολο όλων των
ανοιχτών υποσυνόλων του X (µε τον προηγούµενο ορισµό) είναι τοπολογία
που λέγεται η τοπολογία που παράγει η ϐάση B.

Παράδειγµα 1.5 ( Τοπολογία µετρικών χώρων). Θεωρούµε ένα µετρικό χώρο
(X, d). Για κάθε a ∈ X και r > 0 ϑέτουµε

B(a, r) = {x ∈ X : d(x, a) < r}

Τότε το σύνολο
B = {B(a, r) : a ∈ X, r ∈ R}

είναι ϐάση της συνήθους τοπολογίας του χώρου. Με αυτή την τοπολογία ένα
υποσύνολο A του X είναι ανοιχτό αν και µόνο αν για κάθε a ∈ A υπάρχει
r > 0 ώστε B(a, r) ⊆ A.

1.4 Κλειστά σύνολα, κλειστή ϑήκη, σύνορο

΄Οπως ϑα δούµε στην συνέχεια σε πολλές κατασκευές που περιέχουν συνεχείς
συναρτήσεις είναι προτιµότερο να τις µελετάµε πάνω σε κλειστά σύνολα παρά
σε ανοικτά σύνολα.

Ορισµός 1.6. ΄Ενα σύνολο A ⊂ X ονοµάζεται κλειστό αν το συµπλήρωµά
του Ac είναι ανοικτό.

Πρόταση 1.7. ΄Εστω f : A→ B είναι συνεχής αν και µόνον αν οι αντίστροφη

εικόνα κλειστών συνόλων είναι κλειστό σύνολο, δηλαδή για κάθε G του B το

f−1(G) είναι κλειστό στον A.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι f συνεχής και G κλειστό υποσύνολο του B. Τότε
Gc είναι ανοικτό και f−1(G) = (f−1(Gc))c, όπου f−1(Gc) είναι ανοικτό άρα
f−1(G) κλειστό. ΄Οµοια αποδεικνύεται και το αντίστροφο και αφήνεται ως
άσκηση.

Ορισµός 1.8. ΄Εστω ένα σύνολο A ⊂ X:
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1. Η κλειστή ϑήκη του A είναι η τοµή όλων των κλειστών συνόλων που
περιέχουν το A και την συµβολίζουµε µε A.

2. Το σύνορο του A είναι τοµή της A ∩Ac και συµβολίζεται µε Bd(A). Αν
ένα σηµείο ανήκει στο σύνορο του A ονοµάζεται συνοριακό σηµείο του
A.

1.5 Σύγκριση τοπολογιών

Σε κάθε σύνολο X ορίζονται δύο προφανείς τοπολογίες, η κάθε µια στον
αντίποδα της άλλης :

• Η τετριµµένη τοπολογία T τετ = {X, ∅} όπου τα µόνα ανοιχτά σύνολα
είναι το κενό και ο χώρος.

• Η διακριτή τοπολογία Tδιακρ. = ℘(X) όπου κάθε υποσύνολο του X είναι
ανοιχτό.

Προφανώς αν το σύνολο X έχει περισσότερα από ένα στοιχεία ορίζονται και
άλλες τοπολογίες. Γενικά συγκρίνουµε τις τοπολογίες ως προς την σχέση του
υποσυνόλου.

Ορισµός 1.9. Αν T1, T2 είναι δύο τοπολογίες σε ένα σύνολο X µε T1 ⊆ T2 ϑα
λέµε ότι η T1 είναι ασθενέστερη από την T2 ή ότι η T2 είναι ισχυρότερη από
την T1.

∆εδοµένου ότι η τοµή µιας οικογένειας τοπολογιών σε ένα σύνολο X είναι
τοπολογία του X έχουµε το εξής :

Πρόταση 1.10. Αν (Ti)i∈I είναι µια οικογένεια τοπολογιών σε ένα σύνολο X
τότε :

1. Η τοµή τους
⋂

i∈I Ti είναι η ισχυρότερη τοπολογία που περιέχεται σε όλες

τις τοπολογίες Ti.

2. Το σύνολο

∨
i∈I
Ti =

⋂{
T : T είναι τοπολογία του X µε

⋃
i∈I
Ti ⊆ T

}

είναι η ασθενέστερη τοπολογία που περιέχει σε όλες τις τοπολογίες Ti.
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1.6 Ασθενείς τοπολογίες

Οι έννοιες της ασθενέστερης ή αντίστοιχα ισχυρότερης τοπολογίας είναι χρή-
σιµες για να ορίζουµε νέες τοπολογίες σε ένα σύνολο. ∆ίνουµε ένα παράδειγ-
µα:

Παράδειγµα 1.11. Παρατηρείστε αρχικά ότι αν X είναι τοπολογικός χώρος µε
την διακριτή τοπολογία και Y οποιοσδήποτε άλλος τοπολογικός χώρος τότε
κάθε συνάρτηση f : X → Y ϑα είναι συνεχής.

΄Εστω X τώρα σύνολο και Y τοπολογικός χώρος. ∆ίνεται µια συνάρτηση
f : X → Y . Προφανώς µπορούµε να εφοδιάσουµε το X µε µια τοπολογία
ώστε η f να γίνει συνεχής, πάρτε για παράδειγµα την διακριτή τοπολογία στο
X. Αυτή όµως είναι πάρα πολύ ισχυρή.

Ψάχνουµε να ϐρούµε την ασθενέστερη δυνατόν τοπολογία στο X ώστε
η f να γίνει συνεχής. Θυµίζουµε ότι η f ϑα είναι συνεχής αν για κάθε
ανοιχτό υποσύνολο V του Y το f−1(V ) είναι ανοιχτό. Συνεπώς η ασθενέ-
στερη τοπολογία που κάνει την f συνεχή ϑα πρέπει να έχει όλα τα f−1(V )
ανοιχτά όταν το V είναι ανοιχτό υποσύνολο του Y . Τα σύνολα αυτά πιθανόν
να µην αποτελούν τοπολογία είναι όµως ϐάση για µια τοπολογία που είναι η
Ϲητούµενη.

Το παράδειγµα αυτό µας οδηγεί στον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 1.12. ΄Εστω X σύνολο και Y τοπολογικός χώρος. Αν F είναι ένα
σύνολο από συναρτήσεις f : X → Y ονοµάζουµε ασθενή τοπολογία του
X που επάγεται από το F την ασθενέστερη τοπολογία του που κάνει κάθε
συνάρτηση f ∈ F συνεχή. Η τοπολογία αυτή έχει σαν ϐάση το σύνολο:

{f−1(V ) : f ∈ F και V ανοιχτό υποσύνολο του Y }.

1.7 Υπόχωροι

Ορισµός 1.13. ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος και A ⊂ X. ΄Ενα σύνολο
V ⊂ A είναι ανοικτό στην τοπολογία υπόχωρου του A αν και µόνον αν V είναι
η τοµή του A µε ένα ανοικτό σύνολο στον X: δηλαδή, V είναι ανοικτό στο A
αν και µόνον αν V = U ∩A, όπου U είναι ανοικτό στον X. Θα συµβολίζουµε
µε Tυπ. αυτή την τοπολογία.
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Συνεπώς, αν ϑεωρήσουµε ότι ο παραπάνω τοπολογικός χώρος είναι εφο-
διασµένος µε την τοπολογία T και TA η σχετική τοπολογία του A. Καθώς B
ϐάση της τοπολογίας T τότε η οικογένεια

BA = {U ∩ A : U ∈ B}

είναι µια ϐάση της TA.
Πρόταση 1.14. Αν A ⊂ X έχει την τοπολογία του υπόχωρου, τότε D ⊂ A
είναι κλειστό στο A αν και µόνον αν D = A∩E, όπου E είναι κλειστό στον X.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ότι D κλειστό στο A⇐⇒ A\D είναι ανοικτό⇐⇒ A\D =
O ∩ A, όπου O είναι ανοικτό στον X ⇐⇒ A \ (A \ D) = A \ (O ∩ A) ⇐⇒
A ∩ (A \ D)c = A ∩ (O ∩ A)c ⇐⇒ A ∩ (A ∩ Dc)c = A ∩ (Oc ∪ Ac) ⇐⇒
A∩ (Ac∪D) = (A∩Oc)∪ (A∩Ac)⇐⇒ (A∩Ac)∪ (A∩D) = (A∩Oc)∪ (∅)
⇐⇒ (∅) ∪ (A ∩ D) = (A ∩ Oc) ∪ (∅) ⇐⇒ A = Oc ∩ A. Επειδή όµως το O
είναι ανοικτό στον X συνεπάγεται E = Oc κλειστό. ΄Αρα D = E ∩ A.

1.8 Συµπαγείς χώροι και συµπαγή σύνολα

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε την έννοια της συµπάγειας σε γενικούς το-
πολογικούς χώρους αλλά ειδικότερα σε µετρικούς χώρους και σε περιπτώσεις
υποσυνόλων του Rn.

Ορισµός 1.15. ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος. Ο X είναι συµπαγής αν
και µόνον αν για κάθε ανοικτό κάλυµµα του X υπάρχει πεπερασµένο υπο-
κάλυµµα που περιέχει τον X.

Μία πεπερασµένη κάλυψη για µία καµπύλη του R2.
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Πρόταση 1.16. ΄Εστω (X, T ) ένας συµπαγής τοπολογικός χώρος και A ⊂ X
κλειστό. Τότε το υποσύνολο A είναι συµπαγής στον X.

Απόδειξη. ΄Εστω U = {Ui : i ∈ I} ⊆ T ένα κάλυµµα του A. Επειδή A
είναι κλειστό στον X, το Ac είναι ανοικτό στον X. ΄Αρα το U ′ = U ∪ Ac είναι
ένα ανοικτό κάλυµµα του X. ΄Οµως X είναι συµπαγής. Οπότε υπάρχει ένα
πεπερασµένο πλήθος στοιχείων του U ′, έστω U ′1, U

′
2, ..., U

′
n µε U ′1∪U ′2∪...∪U ′n ⊇

A. Συνεπώς, το A είναι συµπαγές.

1.9 Συνεκτικοί χώροι και συνεκτικά σύνολα

Η επόµενη έννοια που ϑα αναφέρουµε είναι η έννοια της συνεκτικότητας.
Είναι απλό να πούµε ότι η έννοια αυτή µας ϐοηθάει να διακρίνουµε αν το
υποσύνολο αποτελείται από ένα «κοµµάτι» ή από δύο ή περισσότερα ξένα
µεταξύ τους «κοµµάτια».

Ορισµός 1.17. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X είναι συνεκτικός αν δεν υπάρ-
χουν δύο µη κενά ανοικτά και ξένα µεταξύ τους υποσύνολα A,B του X ώστε
X = A ∪B.

Ορισµός 1.18. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και A ⊂ X. Τότε το A είναι
συνεκτικό αν είναι συνεκτικός χώρος ως προς την τοπολογία του υπόχωρου
A.

΄Ενα απλό συνεκτικό σύνολο στον R3.
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΄Ενα απλό µη συνεκτικό σύνολο στον R2.

Πρόταση 1.19. ΄ΕστωX τοπολογικός χώρος καιAi µία συλλογή υποσυνόλων

του X τέτοια ώστε να έχουνε τουλάχιστον ένα κοινό σηµείο µεταξύ τους. Τότε

η ένωση A = ∪Ai είναι συνεκτική.

Απόδειξη. Η απόδειξη παραθέτεται στο 1 (10.45 Πρόταση σελ. 296).

Πρόταση 1.20. Θεωρούµε f : X → Y συνεχής και X συνεκτικός. Τότε η

εικόνα f(X) είναι συνεκτική.

Απόδειξη. Η απόδειξη παραθέτεται στο 1 (10.48 Πρόταση σελ. 297).

Ορισµός 1.21. ΄Ενας χώρος X ονοµάζεται δροµοσυνεκτικός αν για κάθε
x, y ∈ X υπάρχει συνεχής απεικόνιση f : [0, 1] → X (ονοµάζεται µονο-
πάτι στον X) µε f(0) = x και f(1) = y. Λέµε ότι το µονοπάτι συνδέει το x µε
το y.

Πρόταση 1.22. ΄Εστω X δροµοσυνεκτικός και f : X → Y συνεχής απεικόνι-

ση. Τότε η εικόνα f(X) είναι δροµοσυνεκτική.

Απόδειξη. ΄Εστω u = f(x), v = f(y) σηµεία του f(X). Αφού ο X είναι
δροµοσυνεκτικός, υπάρχει µονοπάτι a που να συνδέει το x µε το y. Τότε το
f(a) είναι ένα µονοπάτι που συνδέει το u µε το v.
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Η ϐασική σχέση µεταξύ των δύο µορφών συνεκτικότητας δίνεται στην πα-
ϱακάτω πρόταση.

Πρόταση 1.23. Εάν ο X είναι δροµοσυνεκτικός είναι και συνεκτικός.

Απόδειξη. ΄Εστω ένα σηµείο x ∈ X και για κάθε σηµείο y ∈ X, επιλέγω ένα
µονοπάτι από το x στο y. Οι εικόνες αυτών των µονοπατιών είναι συνεκτικές
αφού είναι εικόνες συνεκτικών συνόλων υπό συνεχείς απεικονίσεις και κάθε
µία από αυτές περιέχει το x. Οι ένωσή τους είναι όλο το X άρα παίρνουµε
ότι ο X είναι συνεκτικός χρησιµοποιώντας την Πρόταση 1.17.

1.10 Γινόµενο τοπολογικών χώρων

Υπενθυµίζουµε το γινόµενο δύο συνόλων:

Ορισµός 1.24. ΄Εστω X και Y δύο σύνολα. Το σύνολο όλων των διατεταγµέ-
νων Ϲευγών (x, y) όπου x ∈ X και y ∈ Y καλείται γινόµενο των συνόλων X
και Y και συµβολίζεται ως X × Y .

Θεώρηµα 1.25. ΄Εστω X και Y δύο τοπολογικοί χώροι µε τοπολογίες T1 και

T2 αντιστοίχως. Το σύνολο B όλων των υποσυνόλων W του X ×Y της µορφής

U ×V όπου U ∈ T1 και V ∈ T2 είναι ϐάση τοπολογίας επί του συνόλου X×Y .

Απόδειξη. Η απόδειξη παραθέτεται στο 5 (5.1.2 Θεώρηµα σελ. 313).

Ορισµός 1.26. ΄Εστω (X, T1) και (Y, T2) τοπολογικοί χώροι. Η τοπολογία T
που έχει σαν ϐάση το παραπάνω σύνολο B καλείται γινόµενο των τοπολογιών

T1 και T2 και συµβολίζεται µε T1 × T2. Το σύνολο X × Y µε την τοπολογία
T1 × T2 καλείται τοπολογικό γινόµενο των χώρων X και Y .

Θεώρηµα 1.27 (Tychonoff). ΄Εστω X και Y συµπαγής. Τότε το γινόµενο

X × Y είναι συµπαγής.

Απόδειξη. Η απόδειξη παραθέτεται στο 4 (1.5.2 Θεώρηµα σελ. 27).

Τα παραπάνω γενικεύονται για γινόµενο άπειρου ή πεπερασµένου πλή-
ϑους τοπολογικών χώρων.
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1.11 Ο χώρος πηλίκο

Η έννοια του χώρου πηλίκου και της τοπολογίας του χώρου πηλίκου ενός
τοπολογικού χώρου είναι από τις πιο σηµαντικές στην τοπολογία. Είναι µία
µέθοδος για να κατασκευάζουµε πιο σύνθετους τοπολογικούς χώρους ξεκι-
νώντας από πιο απλούς «κολλώντας» µεταξύ τους κάποια σηµεία του χώρου.
Το πιο απλό παράδειγµα είναι να ϑεωρήσουµε ένα σκοινί που αν ενώσουµε
τα δύο άκρα του προκύπτει µια κλειστή απλή καµπύλη. ΄Ενα άλλο απλό
παράδειγµα είναι να ενώσουµε δύο απέναντι πλευρές ενός χαρτιού για να
ϕτιάξουµε έναν κύλινδρο. Μαθηµατικά, η διαδικασίες αυτές περιγράφονται
µέσα από την έννοια του χώρου πηλίκου µιας σχέσης ισοδυναµίας. ∆ίνου-
µε τους ϐασικούς ορισµούς (έννοιες) που ϑα χρειαστούµε παρακάτω για να
περιγράψουµε αυστηρά την έννοια του χώρου πηλίκου και της τοπολογίας
πηλίκο. Οι έννοιες αυτές είναι η «σχέση ισοδυναµίας σε ένα σύνολο X»και η
έννοια της « διαµέρισης » ενός συνόλου X.

Ορισµός 1.28. ΄Εστω X σύνολο. Μια διµελής σχέση ∼ στο X ονοµάζεται
σχέση ισοδυναµίας αν ικανοποιεί τα παρακάτω:

1. Για κάθε x ∈ X ισχύει x ∼ x.

2. Αν x, y ∈ X και x ∼ y, τότε y ∼ x.

3. Αν x, y, z ∈ X, x ∼ y και y ∼ z τότε x ∼ z.

Μια διαµέριση του X είναι µια οικογένεια P από µη κενά, ξένα ανά δύο
υποσύνολα του X που η ένωσή τους δίνει όλο το X.

Ορισµός 1.29. ΄Εστω X σύνολο. Μια διαµέριση του X είναι µια οικογένεια
συνόλων P που ικανοποιεί τα παρακάτω:

1. Για κάθε A ∈P, A ⊆ X και A 6= ∅.

2. Αν A,B ∈P και A 6= B τότε A ∩B = ∅.

3.
⋃

P = X δηλαδή για κάθε x ∈ X υπάρχει A ∈ B µε x ∈ A.

Από την στιγµή που έχουµε ορίσει µια σχέση ισοδυναµίας σε ένα σύνολο,
τότε σε αυτό δηµιουργούνται αυτόµατα «κλάσεις ισοδυναµίας», που δεν είναι
τίποτε άλλο πάρα υποσύνολα του X που ορίζονται ως εξής.

Ορισµός 1.30. ΄Εστω X σύνολο και ∼ µια σχέση ισοδυναµίας στο X.
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1. Ορίζουµε σαν κλάση ισοδυναµίας ενός στοιχείου x ∈ X να είναι το
υποσύνολο του X

[x] = {y ∈ X : y ∼ x}

2. Το σύνολο
X/∼ = {[x] : x ∈ X}

όλων των κλάσεων ισοδυναµίας λέγεται ο χώρος πηλίκο.

3. Η απεικόνιση Q : X → X/∼ µε Q(x) = [x] είναι µια απεικόνιση από
το X επί του χώρου πηλίκου X/∼ που λέγεται η απεικόνιση πηλίκο.

Παρατηρείστε ότι αφού τα στοιχεία του P, στον προηγούµενο Ορισµό
1.28, είναι ξένα ανά δύο τότε για κάθε x ∈ X υπάρχει µοναδικό A ∈ B µε
x ∈ A. Το µοναδικό αυτό στοιχείο της διαµέρισης που περιέχει το x ϑα το
συµβολίζουµε µε Ax. Από αυτό έχουµε άµεσα ότι κάθε διαµέριση P ορίζει
µια σχέση ισοδυναµίας ∼ όπου x ∼ y αν και µόνο αν Ax = Ay. Προφανώς
Ax = {y ∈ X : x ∼ y}.

Παράδειγµα 1.31. Θεωρούµε το σύνολο X = {0, 1, 2, . . . , 15} των αριθµών

από το 1 έως το 15 και την παρακάτω διαµέριση του

Η διαµέριση αυτή ορίζει µια σχέση ισοδυναµίας ∼ της οποίας οι κλάσεις ισοδυ-

ναµίας είναι τα στοιχεία της διαµέρισης. Για παράδειγµα έχουµε 8 ∼ 14.

Η σχέση µεταξύ των εννοιών «σχέση ισοδυναµίας» και «διαµέριση» δίνεται
από την παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 1.32. ΄Εστω X ένα σύνολο.

1. Αν ∼ είναι µια σχέση ισοδυναµίας τότε ο χώρος πηλίκο Y = X/∼ είναι

µια διαµέριση του X.
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2. Αν P είναι µια διαµέριση τουX τότε αυτή ορίζει µια σχέση ισοδυναµίας∼
όπου x ∼ y αν και µόνο αν αυτά ανήκουν στο ίδιο στοιχείο της διαµέρισης

δηλαδή υπάρχειA ∈P µε {x, y} ⊆ A. Ως προς αυτήν την σχέση έχουµε

X/∼ = P.

Παράδειγµα 1.33. Το απλούστερο παράδειγµα είναι να κολλήσουµε τα άκρα
ενός ευθύγραµµου τµήµατος και να πάρουµε έναν κύκλο.

Συγκεκριµένα, αν X = [0, 1] ϑα ταυτίσουµε το 0 µε το 1 (ϑα τα ϑεωρήσουµε
ισοδύναµα) και ϑα αφήσουµε τα υπόλοιπα στοιχεία όπως έχουν. Με άλλα
λόγια ορίσαµε µια σχέση ισοδυναµίας µε 1 ∼ 0 και x ∼ x αν x 6∈ {0, 1}
και ο χώρος πηλίκο (δηλαδή οι κλάσεις ισοδυναµίας ως προς την ∼) είναι το
σύνολο που τα στοιχεία του είναι τα µονοσύνολα {x} όταν x 6= 0 ή x 6= 1 και
το δισύνολο {0, 1} = [0] = [1], δηλαδή

Y = X/∼ = { {x} : x ∈ (0, 1)} } ∪ {{0, 1}}

επίσης η απεικόνιση πηλίκο δίνεται από την

Q(x) =

 {x} αν 0 < x < 1

{0, 1} αν x = 0 ή x = 1

που ϑεωρούµε ότι περιγράφει τον κύκλο. Το X = [0, 1] έχει την συνηθισµένη
τοπολογία. Αλλά ποια είναι η τοπολογία του χώρου πηλίκο X/∼ αναπαριστά
τον κύκλο ;

Ο ορισµός της τοπολογίας στο χώρο πηλίκο X/∼ ενός τοπολογικού χώρου
X ϐασίζεται σε αυτά που αναφέραµε στις παραγράφους 1.6 και 1.5, και είναι
η ισχυρότερη τοπολογία στο σύνολο X/∼ που κάνει την απεικόνιση πηλίκο
Q : X → X/∼ συνεχή. Θα δώσουµε έναν γενικότερο ορισµό:
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Ορισµός 1.34. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και Y απλό σύνολο, χωρίς το-
πολογία.

1. Αν f : X → Y είναι µια απεικόνιση από το X επί του Y ονοµάζουµε το-

πολογία πηλίκο στο Y που επάγεται από την f την ισχυρότερη τοπολογία
στο Y που κάνει την f συνεχή.

2. Αν ∼ είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο X ονοµάζουµε τοπολογία πηλί-

κο στο X/∼ την τοπολογία πηλίκο που επάγεται από την απεικόνιση
πηλίκο Q : X → X/∼.

Ισχύουν οι εξής προτάσεις :

Πρόταση 1.35. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και Y απλό σύνολο, χωρίς το-

πολογία.

1. Αν f : X → Y είναι µια απεικόνιση από το X επί του Y τότε η τοπολογία

πηλίκο στο Y που επάγεται από την f αποτελείται από όλα τα σύνολα

G ⊆ Y που έχουν την ιδιότητα f−1(G) να είναι ανοιχτό υποσύνολο του

X.

2. Αν ∼ είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο X τότε ένα υποσύνολο A του X/∼
είναι ανοιχτό ως προς την τοπολογία πηλίκο αν το σύνολο⋃

A =
⋃
{[x] : [x] ∈ A}

είναι ανοιχτό υποσύνολο του X.

΄Οπως ϑα δούµε και πιο κάτω µας ενδιαφέρει να ξέρουµε αν οι απεικονί-
σεις που ορίζουµε πάνω σε σύνολα είναι συνεχείς. Το ίδιο µέληµα έχουµε και
στους χώρους πηλίκο δηλαδή ϑέλουµε να ξέρουµε πότε µια απεικόνιση από
ένα χώρο πηλίκο σε ένα άλλο χώρο είναι συνεχής, προκειµένου να µπορούµε
να εξάγουµε κάποια συµπεράσµατα που ϑα αναφέρουµε και στην συνέχεια
της εργασίας.

Πρόταση 1.36. ΄Εστω X, Y τοπολογικοί χώροι και ∼ µια σχέση ισοδυναµίας

στον X και Q : X → X/∼ η απεικόνιση πηλίκο. Μια συνάρτηση f : (X/ ∼)→
Y είναι συνεχής αν και µόνον αν η συνάρτηση f ◦Q : X → Y είναι συνεχής.

Αν και δεν είναι άµεσο η τοπολογία πηλίκο είναι πάντοτε αυτή που ϑα
πρέπει να είναι. ∆ηλαδή αν ϑεωρήσουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα και κολλή-
σουµε τα άκρα του όπως στο Παράδειγµα 1.33 ο χώρος πηλίκο που προκύ-
πτει µε την τοπολογία πηλίκο είναι οµοιοµορφικός µε ένα κύκλο στον χώρο.
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΄Οµοια αν κολλήσουµε κατάλληλα τις απέναντι πλευρές ενός τετραγώνου ο
χώρος πηλίκο που προκύπτει µε την τοπολογία πηλίκο είναι οµοιοµορφικός
είτε µε έναν κύλινδρο στο χώρο, είτε µε έναν τόρο, είτε µε την ταινία Möbius.
Παραθέτουµε παρακάτω κάποια παραδείγµατα, τα οποία τα έχουµε δανειστεί
από το [5].

Παράδειγµα 1.37. Ας ϑεωρήσουµε το τετράγωνο [0, 1] × [0, 1] όπου το σηµεί-

ο (0, t) ϑα «κολλήσει» µε το απέναντι σηµείο (1, t) που σηµαίνει ότι η σχέση

ισοδυναµίας ορίζεται σαν

(0, t) ∼ (1, t) ,∀t ∈ [0, 1]

Τότε ο χώρος πηλίκο είναι οµοιοµορφικός µε τον κύλινδρο S1 × [0, 1] .

Παράδειγµα 1.38. Ας ϑεωρήσουµε το τετράγωνο I2 = [0, 1] × [0, 1] και ας

ορίσουµε σαν σύνορο του το σύνολο

∂I2 = ({0, 1} × I) ∪ (I × {0, 1})

Ορίζουµε µια σχέση ισοδυναµίας ταυτίζοντας όλα τα σηµεία του σύνορου (ϑεω-

ϱώντας τα σαν ένα σηµείο και αφήνοντας τα άλλα όπως έχουν, δηλαδή

(s1, t1) ∼ (s2, t2)⇔ (s1 = s2 και t1 = t2) είτε (s1, t1), (s2, t2) ∈ ∂I2

Τότε ο χώρος πηλίκο είναι οµοιοµορφικός µε την επιφάνεια µιας σφαίρας.
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Παράδειγµα 1.39. Ας ϑεωρήσουµε το τετράγωνο [0, 1] × [0, 1] µε σχέση ισο-

δυναµίας (1, t− 1) ∼ (1, t) ,∀t ∈ [0, 1] και (s, 0) ∼ (s, 1) ,∀s ∈ [0, 1] Τότε ο

χώρος πηλίκο είναι οµοιοµορφικός, µε µια επιφάνεια που ονοµάζεται ταινία

Möbius.

Παράδειγµα 1.40. Ας ϑεωρήσουµε το τετράγωνο [0, 1]× [0, 1] µε σχέση ισοδυ-

ναµίας (0, t) ∼ (1, t) ,∀t ∈ [0, 1] και (s, 0) ∼ (s, 1) , ∀s ∈ [0, 1] τότε ο χώρος

πηλίκο είναι οµοιοµορφικός, µε τον τόρο.
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Παράδειγµα 1.41. Ας ϑεωρήσουµε το τετράγωνο [0, 1] × [0, 1] µε σχέση ισο-

δυναµίας (0, t) ∼ (1, t) ,∀t ∈ [0, 1] και (s, 0) ∼ (1− s, 1) ,∀s ∈ [0, 1] Τότε ο

χώρος πηλίκο είναι οµοιοµορφικός, µε µια επιφάνεια στον R4
που ονοµάζεται

η µποτίλια του Klein.
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Κεφάλαιο 2

Τοπολογία και Γεωµετρία

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα παρουσιάσουµε κάποια µαθηµατικά προβλήµατα που
συνδέονται µε την τοπολογία.

2.1 Ποιοτικές ιδιότητες των γεωµετρικών σχη-
µάτων

Στην Ευκλείδεια γεωµετρία που µαθαίνουµε στο λύκειο εξετάζουµε τα γεωµε-
τρικά σχήµατα σε σχέση µε τις µετρικές ιδιότητες τους, δηλαδή µε ιδιότητες
που έχουν σχέση µε µέτρηση, όπως το µήκος, το εµβαδόν ή ο όγκος. Για
παράδειγµα ταυτίζουµε δύο τρίγωνα αν οι πλευρές τους είναι ίσες µία προς
µία, συγκρίνουµε γωνίες, υπολογίζουµε εµβαδά και όγκους σχηµάτων. Θε-
µελιώδη ϱόλο σε αυτήν παίζουν ϑεωρήµατα όπως το Πυθαγόρειο Θεώρηµα
που µας δίνει την σχέση του µήκους της υποτείνουσας ενός τριγώνου µε τα
µήκη των κάθετων πλευρών. ΄Οµως κάποιες άλλες ιδιότητες των σχηµάτων δεν
εξετάζονται στην Ευκλείδεια γεωµετρία. Για παράδειγµα αν παρατηρήσουµε
την επιφάνεια που περικλείει ένα τρίγωνο, ένας κύκλος ή δύο οµόκεντροι κύ-
κλοι (δακτύλιος) (Σχήµα 1) τα σχήµατα αυτά έχουν κάποιες ιδιότητες κοινές
και κάποιες που δεν είναι κοινές. Για παράδειγµα αν πάρουµε µια πολυ-
γωνική καµπύλη µέσα εσωτερικό ενός τριγώνου τότε και το εσωτερικό της
ϑα ϐρίσκεται επίσης στο εσωτερικό του τριγώνου. Το ίδιο συµβαίνει και αν
πάρουµε µια πολυγωνική καµπύλη µέσα στο εσωτερικό ενός κύκλου ή µιας
έλλειψης. Αυτήν την ιδιότητα όµως δεν την έχει ένας δακτύλιος. Αν πάρουµε
µια πολυγωνική καµπύλη που ϐρίσκεται στο εσωτερικό ενός δακτυλίου τότε
η περιοχή που εσωκλείει είναι δυνατόν να µην περιέχεται µέσα στον δακτύλιο
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(Σχήµα 1). Σηµειώστε επίσης ότι ακόµα και µε τις έννοιες που ορίσαµε µέχρι
τώρα δεν είναι δυνατόν να εκφράσουµε αυτήν την διαφορά ! Θα µπορούσαµε
να πούµε ότι το εσωτερικό ενός τριγώνου, το εσωτερικό ενός κυρτού πολυ-
γώνου, το εσωτερικό ενός κύκλου µοιράζονται µια κοινή ιδιότητα (ας πούµε
διαισθητικά ότι δεν έχουν «τρύπες» ) την οποία δεν έχει ένας δακτύλιος.

Σχήµα 1

΄Ενα σχετικό πρόβληµα στο οποίο έχουµε ήδη αναφερθεί είναι και το Θεώ-
ϱηµα του Jordan, που αναφέρει ότι κάθε απλή κλειστή καµπύλη στο επίπεδο
περιέχει «εσωτερικό» µε την έννοια ότι χωρίζει το επίπεδο σε δύο περιοχές µια
ϕραγµένη (το εσωτερικό της καµπύλης) και µια µη ϕραγµένη (το εξωτερικό
της καµπύλης) που έχουν κοινό σύνορο την καµπύλη.

2.2 Το πρόβληµα χρωµατισµού ενός χάρτη

Το 1878 ο Cayley ανακοίνωσε ένα «Θεώρηµα», το οποίο απέδωσε στον De-
Morgan που αναφέρει ότι αν έχουµε έναν χάρτη αρκούν τέσσερα χρώµατα για
να τον χρωµατίσουµε, µε τέτοιο τρόπο ώστε δύο γειτονικές χώρες να µην έχουν
το ίδιο χρώµα. Το γεγονός ότι δεν αρκούν τρία χρώµατα είναι προφανές όπως
ϕαίνεται στο Σχήµα 2 όπου οι τέσσερεις χώρες στον χάρτη (που αναφέρονται
σαν A, B, C, D απαιτούν τέσσερα χρώµατα για να χρωµατιστούν.
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Σχήµα 2

Γενικεύοντας το ϑεώρηµα των τεσσάρων χρωµάτων ϑα µπορούσαµε να
πούµε τα έξης : Αν έχουµε µία επιφάνεια καθορίζοντας τον ελάχιστο αριθµό
χρωµάτων τα οποία είναι ικανά να χρωµατίσουν τους πιθανούς χάρτες της
επιφάνειας τέτοια ώστε ανά δύο περιοχές που συνορεύουν να έχουν διαφο-
ϱετικό χρώµα, αυτός ο ελάχιστος αριθµός χρωµάτων ονοµάζεται χρωµατικός
αριθµός της επιφάνειας.

Στην περίπτωση του επιπέδου ή της σφαίρας ο χρωµατικός αριθµός είναι
τέσσερα. Αλλά αυτό είναι µία υπόθεση που είναι δύσκολη να αποδειχθεί.

Για παράδειγµα, για τον τόρο (που είναι η επιφάνεια που δηµιουργείται
περιστρέφοντας τον κύκλο γύρω από µία µη τέµνουσα γραµµή στο επίπεδο
(Σχήµα 3 ) )

Σχήµα 3
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έχει αποδειχθεί ότι ο χρωµατικός αριθµός του είναι επτά. Παρακάτω ϑα
δείξουµε ότι δεν επαρκούν λιγότερα από επτά χρώµατα. Για να το επιτύχουµε
αυτό πρέπει να δείξουµε ότι είναι δυνατόν να κατασκευάσουµε επτά περιοχές
στον τόρο τέτοιες ώστε κάθε δυάδα περιοχών να συνορεύουν η µία στην άλλη
µε σύνορο µία καµπύλη.

Η διαδικασία έχει ως εξής :
Κόβουµε τον τόρο κατά µήκος του γεννήτορα κύκλου, µετατρέποντας τον

σε έναν παραµορφωµένο κύλινδρο όπως στο Σχήµα 4.

Σχήµα 4

Ισιώνουµε τον κύλινδρο και τον κόβουµε κατά µήκος της επιφάνειάς του
και δηµιουργούµε ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο (Σχήµα 5).

Σχήµα 5
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Τότε την κάθε περιοχή του τόρου µπορούµε να την αναπαραστήσουµε
πάνω στο ορθογώνιο παραλληλόγραµµο. ΄Ενας διαχωρισµός του τόρου σε
επτά περιοχές αναπαριστάται στο Σχήµα 6.

Σχήµα 6

Οι τέσσερις περιοχέςG του ορθογώνιου παραλληλογράµµου δηµιουργούν
µία περιοχή στον τόρο και κάθε περιοχή χωρίζεται απο την άλλη µέσω µίας
καµπύλης.

Το ανάλογο πρόβληµα δεν µπορεί να γενικευτεί για περιοχές του χώρου.
΄Εχει παρατηρηθεί ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n µπορούµε να κατα-

σκευάσουµε n περιοχές στον χώρο τέτοιες ώστε ανά δύο από αυτές να συνο-
ϱεύουν, έχοντας σύνορο µία επιφάνεια. Από αυτό µπορούµε να συµπερά-
νουµε ότι χρειαζόµαστε n χρώµατα για να χρωµατίσουµε τις περιοχές. Το
παραπάνω αποτέλεσµα διατυπώθηκε από τον Frederick Guthrie.

Παραθέτουµε ένα παράδειγµα για την κατανόηση του αποτελέσµατος του
Frederick Guthrie. Ας ϑεωρήσουµε έναν κύβο. Κόβουµε τον κύβο µε ένα
επίπεδο παράλληλο στην ϐάση του. Με αυτόν τον τρόπο έχουµε δηµιουργήσει
δύο παραλληλεπίπεδα. Το κάθε ένα από αυτά τα δύο παραλληλεπίπεδα τα
χωρίζουµε σε n ίσα τµήµατα και τα αριθµούµε µε τρόπο όπως ϕαινεται στο
Σχήµα 7.΄Αρα έχουµε χωρίσει τον κύβο σε 2n περιοχές. Είναι προφανές ότι
κάθε περιοχή συνορεύει µε όλες τις υπόλοιπες, οπότε για να τις χρωµατίσουµε
ϑα χρειαστούµε 2n διαφορετικά χρώµατα.
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Σχήµα 7

2.3 Το πρόβληµα των γειτονικών περιοχών

΄Ενα πρόβληµα το οποίο σχετίζεται µε το πρόβληµα του χρωµατισµού ενός
χάρτη είναι το εξής :

Για δοσµένη επιφάνεια, ποιος είναι ο µέγιστος αριθµός περιοχών που
µπορούµε να κατασκευάσουµε έτσι ώστε ανά δύο περιοχές να συνορεύουν
µεταξύ τους µε σύνορο µια καµπύλη ;

Μπορούµε να δούµε ότι ο χρωµατικός αριθµός µιας επιφάνειας είναι του-
λάχιστον ίσος µε αυτόν τον µέγιστο αριθµό περιοχών που γειτονεύουν. Για
να χρωµατίσουµε τις γειτονικές περιοχές ανά δύο είναι απαραίτητο να έχου-
µε τόσα χρώµατα όσες και οι περιοχές. ΄Οπως είδαµε στην προηγούµενη
ενότητα, ο µέγιστος αριθµός γειτονικών περιοχών είναι τουλάχιστον τέσσερα.

Στην περίπτωση του τόρου η τιµή του χρωµατικού αριθµού είναι ίση µε
τον µέγιστο αριθµό περιοχών που είναι ίση µε επτά.

΄Ενα άλλο πρόβληµα είναι ο εντοπισµός του µέγιστου αριθµού σηµείων σε
µία δοσµένη επιφάνεια, τα οποία να ενώνονται ανά δύο µε καµπύλες πάνω
στην επιφάνεια χωρίς καµία να τέµνει την άλλη.

Για παράδειγµα, ϑεωρούµε πέντε σηµεία στο επίπεδο. Είναι αδύνατον
να Ϲωγραφίσουµε στο επίπεδο δέκα µη τέµνουσες καµπύλες που να ενώνουν
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κάθε σηµείο µε τα άλλα. ΄Αρα παρατηρούµε ότι ο µέγιστος αριθµός σηµείων
τον οποίο µπορούµε να έχουµε στο επίπεδο, έτσι ώστε κάθε ένα σηµείο να
ενώνεται µε τα άλλα µε µία µη τέµνουσα καµπύλη είναι λιγότερο από πέντε,
συγκεκριµένα είναι τέσσερα, (Σχήµα 8).

Σχήµα 8

Πιο γενικά, έχει δειχθεί ότι για κάθε επιφάνεια ο µέγιστος αριθµός ση-
µείων µε την παραπάνω ιδιότητα είναι ίσος µε τον µέγιστο αριθµό γειτονικών
περιοχών. ΄Αρα, στην περίπτωση του τόρου ο µέγιστος αριθµός σηµείων µε
την παραπάνω ιδιότητα είναι επτά.

2.4 Τοπολογικές ιδιότητες

΄Εστω ότι έχουµε την δυνατότητα να κατασκευάσουµε κάποιο γεωµετρικό σχή-
µα από ένα ελαστικό υλικό χωρίς να προκαλούµε σχισίµατα και τοµές µε τον
εαυτό του. Τότε παρατηρούµε ότι οι κεντρικές ιδιότητες του σχήµατος (µέ-
τρο,εµβαδό,όγκος κ.τ.λ. ...) µεταβάλλονται. Παρ΄ όλα αυτά υπάρχουν κάποιες
ιδιότητες που µένουν αναλλοίωτες υπό τον µετασχηµατισµό του σχήµατος.
Αυτές τις ιδιότητες τις ονοµάζουµε τοπολογικές ιδιότητες. Για παράδειγµα
ϑεωρούµε τον τόρο τον οποίο τον έχουµε µετατρέψει σε ένα ορθογώνιο πα-
ϱαληλλόγραµµο (Σχήµα 5), σχηµατίζουµε µία τυχαία µη τέµνουσα καµπύλη
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πάνω του. ΄Επειτα µετασχηµατίζουµε το παραλληλόγραµµο σε τόρο µε την α-
ντιστροφη µέθοδο που δείξαµε. Παρατηρούµε ότι οι κεντρικές ιδιότητες όπως
το µήκος της καµπύλης έχουν αλλάξει.

΄Ενα άλλο παράδειγµα είναι να ϑεωρήσουµε τον κύκλο µε το ίδιο ελαστικό
υλικό. Τότε µπορούµε να τον µετατρέψουµε σε τετράγωνο,έλλειψη και γενικά
σε ότι σχήµα ϑέλουµε χωρίς σχισίµατα και τοµές µε τον εαυτό του. ∆ηλαδή,
µπορούµε µε µία συνεχή διαδικασία να µετατρέψουµε τον κύκλο σε τετρά-
γωνο ή γενικά σε ότι σχήµα ϑέλουµε. Την διαδικασία αυτή την ονοµάζουµε
οµοιοµορφισµό την οποία ορίζουµε στη επόµενη ενότητα. Στην τοπολογία τα
αντικείµενα που έχουν αυτήν την ιδιότητα ονοµάζονται οµοιοµορφικά.

2.5 Η έννοια του οµοιοµορφισµού

Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να µετασχηµατίσουµε ένα γεωµετρικό σχήµα
σε ένα καινούριο σχήµα χωρίς τοµές µε τον εαυτό του και σχισίµατα όπως
έχει προαναφερθεί. Υπάρχουν δύο σηµαντικές σχέσεις µεταξύ του αρχικού
και του τελικού σχήµατος που παίρνουµε από τον µετασχηµατισµό οι οποίες
είναι :

1. Σε κάθε σηµείο του ενός σχήµατος να αντιστοιχεί ένα και µόνο ένα
σηµείο του άλλου σχήµατος.

2. ∆ύο γειτονικά σηµεία του ένος σχήµατος να αντιστοιχούν σε δύο γειτο-
νικά του άλλου.

Οι παραπάνω σχέσεις ϑα ορισθούν αυστηρά στη συνέχεια.
΄Εστω δύο σύνολα E και F , διακριτά ή όχι. Υποθέτουµε ότι για κάθε

σηµείο του E υπάρχει ένα σηµείο στο F , το σηµείο αυτό στο F µπορεί να
αντιστοιχίζεται σε περισσότερα από ένα στοιχεία στοE, πιο γενικά ϑα µπορού-
σαµε να πούµε για κάθε σηµείο του F υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο στο
E που να αντιστοιχεί σε αυτό. Η παραπάνω διαδικασία ορίζει έναν µοναδικό
µετασχηµατισµό f του E στο F .

Παρακάτω όταν ϑα ϑεωρούµε µετασχηµατισµό f : E → F ϑα υπονοούµε
ότι είναι «επί», δηλαδή ∀b ∈ F υπάρχει a ∈ E ώστε f(a) = b. Αυτό συµβαί-
νει διότι µετασχηµατίζοντας ένα σχήµα σε ένα καινούριο ποτέ δεν χάνουµε
σηµεία του αρχικού σχήµατος.

Ορισµός 2.1. ΄Εστω E και F δύο σύνολα και b σηµείο του F το οποίο αντι-
στοιχεί σε ένα σηµείο a του E. Τότε γράφουµε b = f(a) και λέµε ότι το b είναι
η εικόνα του a µέσω του µετασχηµατισµού f .
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Ορισµός 2.2. ΄Εστω f ένας µετασχηµατισµός του E στο F . Αν a1, a2 ∈ E µε
a1 6= a2 και f(a1), f(a2) ∈ F µε f(a1) 6= f(a2) τότε η f ονοµάζεται ένα προς

ένα µετασχηµατισµός.

Ορισµός 2.3. ΄Εστω f : E → F ένα προς ένα µετασχηµατισµός. Τότε παρα-
τηρούµε ότι για κάθε σηµείο b που ανήκει στο F υπάρχει µοναδικό σηµείο
a που ανήκει στο E τέτοιο ώστε a = g(b) και f(a) = b. Το µετασχηµατισµό
g : F → E τον ονοµάζουµε αντίστροφο του f και συµβολίζεται µε f−1.

Ορισµός 2.4. ΄Εστω (E, TE), (F, TF ) τοπολογικοί χώροι και f : E → F . Η f
ονοµάζεται συνεχής αν για κάθε A ∈ TF η f−1(A) ∈ TE.

Ορισµός 2.5. ΄Εστω f : E → F η οποία είναι ένα προς ένα, συνεχής και
f−1 : F → E συνεχής. Τότε η f ονοµάζεται οµοιοµορφισµός ή τοπολογικός

µετασχηµατισµός.

Για να εισάγουµε την έννοια του οµοιοµορφισµού, χρησιµοποιήσαµε την
έννοια του µετασχηµατισµού ένος σχήµατος χωρίς τοµές µε τον εαυτό του και
σχισίµατα. Στην πραγµατικότητα η µέθοδος αυτή δεν είναι µοναδική για την
επίτευξη ενός τοπολογικού µετασχηµατισµού.

Για παράδειγµα, αν κόψουµε τον τόρο κατά µήκος του γεννήτορα κύκλου
το αποτέλεσµα είναι µία επιφάνεια µε µορφή σωληνοειδούς µε αρχή και τέλος
(Σχήµα 9).

Σχήµα 9

΄Επειτα στρίβουµε κατάλληλα αυτήν την επιφάνεια ώστε να σχηµατιστεί
ένας κόµπος. Τέλος ενώνουµε της δύο άκρες µε αποτέλεσµα να έχουµε έναν
κλειστό κόµπο χωρίς αρχή και τέλος (Σχήµα 10).
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Σχήµα 10

Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι υπάρχει ένας οµοιοµορφισµός µεταξύ
του κόµπου και του τόρου. Στην παραπάνω διαδικασία κατασκευάσαµε έναν
οµοιοµορφισµό µε τα εξής ϐήµατα : κόβοντας, µετασχηµατίζοντας και κολλώ-
ντας. Αυτό το παράδειγµα µας δείχνει ότι η κατασκευή ενός οµοιοµορφισµού
δεν γίνεται µε µοναδικό τρόπο.

Υποθέτουµε ότι E και F είναι δύο οµοιοµορφικά σχήµατα και έστω ένα
τρίτο σχήµα G το οποίο είναι οµοιοµορφικό µε το F τότε το E είναι οµοιο-
µορφικό µε το G, δηλαδή ο οµοιοµορφισµός είναι µεταβατικός.

∆ύο σχήµατα λέγονται επικαλύπτοντα εάν το ένα µπορεί να γίνει κάλυψη
του άλλου µε µετατόπιση και µεγέθυνση. ΄Εστω E και G δύο σχήµατα, για
να δείξουµε ότι είναι οµοιοµορφικά αρκεί να δείξουµε ότι το E είναι οµοιο-
µορφικό µε ένα σχήµα F το οποίο είναι επικαλύπτον του G.

Για παράδειγµα ϑεωρούµε µία σφαίρα S και ένα τετράεδρο T . Θα δεί-
ξουµε ότι είναι οµοιοµορφικά. Θεωρούµε µία δεύτερη σφαίρα S ′ την οποία
έχουµε τοποθετήσει εσωτερικά του τετραέδρου. Σε αυτό το σηµείο πρέπει να
παρατηρήσουµε ότι η σφαίρα S ′ είναι επικαλύπτον της σφαίρας S. Καθώς
η S ′ είναι εγγεγραµµένη στο τετράεδρο µπορούµε να προβάλουµε την επι-
ϕάνειά της στην επιφάνεια του τετραέδρου µε την χρήση της προβολής από
κέντρο της σφαίρας. ΄Αρα έχουµε έναν οµοιοµορφισµό από την S ′ στο T . Από
τα παραπάνω µπορούµε να δούµε ότι υπάρχει οµοιοµορφισµός από την S
στο T .

Το επόµενο παράδειγµα που αναφέρουµε ονοµάζεται στερεογραφική προ-
ϐολή. ΄Εστω S η επιφάνεια µιας σφαίρας. Ας υποθέσουµε ότι αφαιρούµε το
σηµείο του ϐόρειου πόλου αυτής. ΄Εστω T να είναι ένα επίπεδο το οποίο
εφάπτεται στο νότιο πόλο (Σχήµα 11).
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Σχήµα 11

Θεωρούµε την προβολή από την σφαίρα στο επίπεδο που δηµιουργεί-
ται µε αρχή τον ϐόρειο πόλο, δηλαδή ένα σηµείο πάνω στην επιφάνεια της
σφαίρας απεικονίζεται σε ένα σηµείο πάνω στο επίπεδο µέσω της ευθείας
που ξεκινά από τον ϐόρειο πόλο και διέρχεται από ένα σηµείο της σφαίρας.
Παρατηρούµε ότι η στερεογραφική προβολή είναι ένας οµοιοµορφισµός που
δηµιουργήθηκε µε την αφαίρεση ενός σηµείου της επιφάνειας S.

2.6 Τοπολογία, συνεχής γεωµετρία

Τοπολογία είναι ο µοντέρνος κλάδος της γεωµετρίας ο οποίος όπως έχουµε
δει δεν ασχολείται καθόλου µε τις έννοιες του µεγέθους ή του µέτρου αλλά
µόνο µε την έννοια της συνέχειας. Αυτό µε το οποίο ασχολείται κυρίως η
τοπολογία είναι η ποιοτικές ιδιότητες.

Μία ιδιότητα ενός συνόλου λέγεται τοπολογική εάν µπορεί να εκφραστεί
µέσω της έννοιας της συνέχειας. Μια τοπολογική ιδιότητα ενός συνόλου κα-
λείται τοπολογικά αµετάβλητη αν διατηρείται από τους οµοιοµορφισµούς.
Τοπολογία είναι η µελέτη των τοπολογικών ιδιοτήτων και πιο συγκεκριµένα

των τοπολογικών αµετάβλητων εννοιών των σχηµάτων.

Πρέπει να αναφέρουµε ότι µια τοπολογική ιδιότητα ενός συνόλου δεν
είναι απαραίτητα τοπολογικά αµετάβλητη, σε αυτήν την περίπτωση η ιδιότητα
λέγεται σχετική. ∆ύο οµοιοµορφικά σύνολα E και F είναι δυνατόν να έχουν
διαφορετικές τοπολογικές ιδιότητες, αλλά αυτό δεν οφείλεται µόνο στα σύνολα
E και F αλλά και στον χώρο τον οποίο περιέχονται.

Καθώς οι κύριες ιδιότητες που µελετά η τοπολογία είναι οι τοπολογι-
κές αµετάβλητες, δύο σύνολα λέγονται τοπολογικά ίσα εάν έχουν τις ίδιες
τοπολογικές αµετάβλητες. Αν έχουµε δύο οµοιοµορφικά σύνολα τότε είναι
τοπολογικά ίσα.
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Μπορούµε εύκολα να παρατηρήσουµε ότι η σχέση του οµοιοµορφισµού
µεταξύ συνόλων είναι σχέση ισοδυναµίας µε την εξής έννοια :

1. Κάθε σύνολο G είναι οµοιοµορφικό µε τον εαυτό του.

2. Αν ένα σύνολο A είναι οµοιοµορφικό µε το G τότε και το G είναι οµοιο-
µορφικό µε το A.

3. ΄Εστω A να είναι οµοιοµορφικό µε το G και G οµοιοµορφικό µε το Z,
τότε A είναι οµοιοµορφικό µε το Z.

Συνεπώς, υπάρχουν κλάσεις ισοδυναµίας µεταξύ των συνόλων οι οποίες
κατασκευάζονται απο την σχέση του οµοιοµορφισµού και λέγονται τοπολο-

γικές κλάσεις. ΄Αρα µε αυτόν τον τρόπο ορίζονται δύο κλάσεις, η κλάση τον
οµοιοµορφικών συνόλων και η κλάση των µη-οµοιοµορφικών συνόλων οι ο-
ποίες είναι ϕανερό ότι είναι ξένες µεταξύ τους.

2.7 Σχετικές τοπολογικές ιδιότητες

΄Οπως έχει αναφερθεί παραπάνω, δύο οµοιοµορφικά σχήµατα έχουν τις ίδιες
τοπολογικές αµετάβλητες, µπορούν όµως να έχουν διαφορετικές τοπολογικές
ιδιότητες οι οποίες δεν οφείλονται απαραίτητα σε αυτά αλλά στους χώρους
που τα περιέχουν.

Για παράδειγµα ας ϑεωρήσουµε τον τόρο και την επιφάνεια ενός κόµπου
(Σχήµα 12). Αυτά τα δύο σχήµατα είναι οµοιοµορφικά. Αλλά µπορούµε να
δείξουµε ότι δεν υπάρχει οµοιοµορφισµός ολόκληρου του χώρου στον εαυτό
του τέτοιος ώστε ο τόρος να µετατρέπεται στην επιφάνεια του κόµπου.
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Σχήµα 12

Γενικότερα, λέµε ότι δύο σχήµατα έχουν τοπολογικά την ίδια ϑέση στον

χώρο εάν µπορούµε να περάσουµε από το ένα σχήµα στο άλλο µε έναν ο-
µοιοµορφισµό του χώρου στον εαυτό του. Αν ισχύει η προηγούµενη συνθήκη
τότε τα δύο σχήµατα είναι οµοιοµορφικά, σε αντίθεση µε ότι είδαµε παραπά-
νω όπου δεν αληθεύει ότι δύο οµοιοµορφικά σχήµατα έχουν την ίδια ϑέση
στον χώρο.

Ορισµός 2.6. Μία τοπολογική ιδιότητα ενός σχήµατος ϑα ονοµάζεται σχετική
εάν εξαρτάται από την ϑέση του σχήµατος στον χώρο.

Ορισµός 2.7. Εστω E ένα σχήµα, a ∈ E. Μία περιοχή του E ορίζουµε να
είναι οποιοδήποτε σύνολο V που περιέχεται στο σύνολο τέτοιο ώστε για κάθε
a ∈ E υπάρχει ανοικτός δίσκος µε κέντρο το a και ϑετική ακτίνα που να
περιέχεται εξ΄ ολοκλήρου στο V .

Υπάρχουν τρία είδη οµοιοµορφισµού µεταξύ δύο σχηµάτων E και F στο
επίπεδο:

1. Υπάρχει οµοιοµορφισµός ολόκληρου του επιπέδου στον εαυτό του µε-
τασχηµατίζοντας το E στο F .

2. Κανένας οµοιοµορφισµός του επιπέδου στον εαυτό του δεν µετασχηµα-
τίζει το E στο F , αλλά µπορούµε να περάσουµε µε έναν οµοιοµορφισµό
από το E στο F µεταξύ µιας περιοχής του E σε µια περιοχή του F .

3. Να µην υπάρχει οµοιοµορφισµός µεταξύ περιοχών του E και F , αλλά
να υπάρχει οµοιοµορφισµος µεταξύ του E και F .

Με ϐάση τα τρία είδη που αναφέρθηκαν ϑα δώσουµε µερικά παραδείγ-
µατα. Για την περίπτωση 1, σαν παράδειγµα µπορούµε να πάρουµε δύο
κλειστές καµπύλες Jordan. Για την περίπτωση 2, µπορούµε να ϑεωρήσουµε
τα σχήµατα E και F όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 13.
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Σχήµα 13

Για την περίπτωση 3 µπορούµε να ϑεωρήσουµε τα σχήµατα E και F όπως
ϕαίνεται στο Σχήµα 14.

Σχήµα 14

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε δύο σηµαντικές έννοιες της τοπολογίας, την
ισοτοπία και την οµοτοπία.

Θεωρούµε την επιφάνεια της σφαίρας. Παρατηρούµε ότι είναι δυνατόν
η επιφάνεια της σφαίρας να µετασχηµατιστεί σε επιφάνεια ενός ελλειψοει-
δούς µε τέτοιο τρόπο ώστε κάθε ενδιάµεσο στάδιο του µετασχηµατισµού να
παραµένει οµοιοµορφικό µε την αρχική επιφάνεια της σφαίρας.(Σχήµα 15)
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Σχήµα 15

΄Οπως είδαµε η επιφάνεια του τόρου µπορεί να µετασχηµατιστεί στην επι-
ϕάνεια ενός κόµπου, προκειµένου να γίνει αυτό πρέπει πρώτα να κόψουµε
τον τόρο κατα µήκος του γεννήτορα κύκλου και µε αυτό τον τρόπο παίρνου-
µε ένα σωληνοειδές µε αρχή και τέλος. Μπορούµε να δείξουµε ότι ο τόρος
δεν είναι οµοιοµορφικός µε αυτό το σωληνοειδές. Αυτό οφείλεται στο ότι το
σωληνοειδές έχει αρχή και τέλος ενώ ο τόρος όχι. Γενικότερα, µπορούµε να α-
ποδείξουµε ότι είναι αδύνατον να µετασχηµατίσουµε τον τόρο στην επιφάνεια
του κόµπου µε συνεχή τρόπο.

Αυτές οι παρατηρήσεις µας οδηγούν σε δύο ορισµούς.

Ορισµός 2.8. Λέµε ότι δύο σχήµατα E και F είναι ισοτοπικά στον χώρο εάν
µπορούµε να περάσουµε από το E στο F µε µία συνεχή οικογένεια οµοιο-
µορφισµών τέτοια ώστε κάθε σχήµα που προκύπτει (µέχρι την κατασκευή του
F ) να είναι οµοιοµορφικό µε το E. Πιο γενικά, το E ϑα λέγεται οµοτοπικό

µε το F στον χώρο εάν µπορούµε να περάσουµε από το E στο F µέσω µίας
συνεχής οικογένειας µονότιµων συνεχών µετασχηµατισµών.
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Κεφάλαιο 3

Τοπολογικές έννοιες σχετικές µε
επιφάνειες

3.1 Το Θεώρηµα του Descartes

Στόχος αυτής της ενότητας είναι να αναλύσουµε το ϑεώρηµα του Descartes
και να δούµε πως καταλήγουµε στην περίφηµη σχέση (3.1) του Descartes.

Ας ϑεωρήσουµε κάποια στερεά σχήµατα στον χώρο:

Το πρώτο είναι ένας κύβος, έχει 8 κορυφές, 12 ακµές και 6 έδρες

8− 12 + 6 = 2

Το δεύτερο είναι ένα τετράγωνο, έχει 4 κορυφές, 6 ακµές και 4 έδρες

4− 6 + 4 = 2

Το τρίτο είναι µια επταεδρική πυραµίδα, έχει 8 κορυφές, 14 ακµές και 8
έδρες

8− 14 + 8 = 2
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και στις τρεις περιπτώσεις ισχύει ότι ο αριθµός των κορυφών µείον τον α-
ϱιθµό των ακµών συν τον αριθµό των εδρών κάνει πάντα δύο. Ο Descartes
παρατήρησε ότι αυτό συµβαίνει σε οποιοδήποτε «πολυεδρικό σχήµα» και αν
ϑεωρούσε, όσο περίπλοκο και αν ήταν είτε κυρτό είτε µη κυρτό και έτσι δια-
τύπωσε σαν ϑεώρηµα ότι για κάθε πολύεδρο ισχύει η σχέση

nv − ne + nf = 2 (3.1)

όπου nv, ne, nf είναι ο αριθµός των κορυφών, ο αριθµός των ακµών και ο
αριθµός των εδρών του πολυέδρου αντίστοιχα.Το ότι σχέση (3.1) ισχύει για
όλα τα πολύεδρα αναφέρεται και σαν ϑεώρηµα του Descartes ή πιο συχνά
σαν τύπος του Euler δεδοµένου ότι ο Euler έδωσε την πρώτη απόδειξη. ΄Ο-
µως µπορεί κάποιος να ϐρει παραδείγµατα «πολυέδρων» που ϕαίνεται να µην
ισχύει, αν κάποιος ϑεωρήσει σαν πολύεδρο κάτι που « έχει κορυφές, πλευ-
ϱές, έδρες» δηλαδή σαν µια ένωση από πολύγωνα µέσα στο χώρο. Αυτό που
ουσιαστικά λείπει είναι τι ακριβώς σηµαίνει πολύεδρο, δηλαδή να δοθεί ένας
ακριβής ορισµός της έννοιας αυτής.

Ορισµός 3.1. ΄Ενα πολύεδρο είναι ένα σύστηµα πεπερασµένου αριθµού πο-
λυγώνων τα οποία ϐρίσκονται σε αµοιβαία σχέση µεταξύ τους έτσι ώστε οι
επόµενες τέσσερις σχέσεις να ικανοποιούνται :

1. Κάθε δυάδα πολυγώνων του συστήµατος να µην έχει κανένα κοινό εσω-
τερικό σηµείο.

2. Για κάθε πλευρά του πολυγώνου του συστήµατος υπάρχουν µόνο δύο
πολύγωνα που έχουν αυτήν σαν κοινή πλευρά. Αυτή καλείται ακµή του
πολυέδρου.

3. Κάθε δυάδα πολυγώνων του συστήµατος p, p
′, µπορούν να γραφούν σε

µορφή ακολουθίας ως p1 = p, p2, p3, ..., pn = p
′, όπου pi, i = 1, 2, ...n

πολύγωνα του συστήµατος τέτοια ώστε κάθε ένα από αυτά να έχουν
κοινή πλευρά µε το επόµενο δηλάδή pi να έχει κοινή πλευρά µε το
pi+1.

4. Για κάθε κορυφή τα πολύγωνα µπορούν να τοποθετηθούν σε κυκλική
σειρά έτσι ώστε κάθε δύο πολύγωνα να έχουν µία κοινή πλευρά που
περνάει από αυτήν την κορυφή.
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Σύµφωνα µε αυτόν τον ορισµό όταν κάνουµε αναφορά στην έννοια του
πολυέδρου ϑα εννοούµε µόνο την επιφάνειά του και όχι το εσωτερικό του.

Τα πιο σηµαντικά πολύεδρα είναι αυτά που ονοµάζονται απλά.

Ορισµός 3.2. ΄Ενα πολύεδρο ϑα ονοµάζεται απλό εάν µπορούµε µε συνεχή
τρόπο να το µετατρέψουµε στην επιφάνεια µιας σφαίρας.

Σχήµα 1
Παράδειγµα ενός απλού πολύεδρου.

Στο παρακάτω σχήµα παραθέτουµε ένα παράδειγµα ενός µη-απλού πο-
λυέδρου. (Σχήµα 2)

Σχήµα 2

Θεώρηµα 3.3 (Descartes). Θεωρούµε ένα απλό πολύεδρο. Αν nv, ne, nf είναι

οι αριθµοί των κορυφών,των ακµών και των εδρών του πολυέδρου αντίστοιχα,
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ικανοποιούν την εξής σχέση :

nv − ne + nf = 2.

Θεωρούµε ένα απλό πολύεδρο το οποίο είναι κατασκευασµένο από ένα
ελαστικό υλικό. Επιλέγουµε µία έδρα και την κόβουµε κατά µήκος των
ακµών της και στην συνέχεια την αφαιρούµε. Το υπολοιπόµενο πολύεδρο
το τεντώνουµε µε τρόπο ώστε να δηµιουργηθεί ένα επίπεδο κοµµάτι όπου
κάθε έδρα να µετατρέπεται σε ένα πολύγωνο µε ίδιο αριθµό κορυφών όπως
το αρχικό σχήµα. Με αυτόν τον τρόπο πέρνουµε ένα δίκτυο πολυγώνων στο
επίπεδο. (Σχήµα 3)

Σχήµα 3
∆ίκτυο πολυγώνων στο επίπεδο του κύβου.

΄Εστω ότι έχουµε το δίκτυο πολυγώνων στο επίπεδο. Ο αριθµός των κορυ-
ϕών και των ακµών είναι ο ίδιος µε αυτον του πολυέδρου. Παρ΄ όλα αυτά ο
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αριθµός των πολυγώνων είναι ένας λιγότερος από αυτόν των εδρών του πολυ-
έδρου, καθώς η µία έδρα του πολυέδρου αφαιρέθηκε, αυτό µας οδηγεί στο
εξής αποτέλεσµα. Η τιµή της έκφρασης nv − ne + nf είναι µία λιγότερη για
το δίκτυο πολυγώνων στο επίπεδο σε σχέση µε την τιµή της έκφρασης του
αντίστοιχου πολύεδρου, δηλαδή για το δίκτυο πολυγώνων ισχύει

nv − ne + nf = 1

και για τα απλά πολύεδρα ισχύει

nv − ne + nf = 2.

Εάν στο δίκτυο πολυγώνων υπάρχουν κάποια πολύγωνα τα οποία δεν είναι
τρίγωνα τότε τα µετατρέπουµε σε τρίγωνα χρησιµοποιώντας τις διαγωνίους
όπως στο Σχήµα 4.

Σχήµα 4

Κάθε ϕορά που προσθέτουµε µία διαγώνιο ο αριθµός των πολυγώνων ϑα
αυξάνεται κατά ένα. Επίσης ο αριθµός των πλευρών ϑα αυξηθεί κατά ένα σε
αντίθεση µε τις κορυφές που µένουν ίδιες. Ως εκ τούτου η πρόσθεση µιας
διαγωνίου δεν επιδρά στην τιµή της έκφρασης nv−ne+nf . ΄Αρα σύµφωνα µε
τα παραπάνω µπορούµε να µετατρέψουµε το δίκτυο πολυγώνων σε ένα άλλο
δίκτυο αποτελούµενο από δίκτυα και παρ΄ όλα αυτά η τιµή της παραπάνω
έκφρασης να µην αλλάζει.

΄Ενας άλλος τρόπος να πάρουµε ένα όµοιο δίκτυο τριγώνων είναι να ξεκι-
νήσουµε µε ένα απλό τρίγωνο στο επίπεδο και ϑα κατασκευάσουµε το δίκτυο
τριγώνων µε τις εξής δύο πράξεις :
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1. Προσθέτουµε ένα τρίγωνο το οποίο ϑα έχει µία κοινή πλευρά µε το
αρχικό και µία κορυφή η οποία ϐρίσκεται στην µερία της πλευράς που
δεν ϐρίσκεται το αρχικό τρίγωνο (Σχήµα 5).

Σχήµα 5

2. Συµπληρώνουµε την πλευρά που λείπει ώστε να δηµιουργηθεί ένα και-
νούριο τρίγωνο όπου οι δύο του πλευρές είναι πλευρές των άλλων τρι-
γώνων (Σχήµα 6).

Σχήµα 6

Παρατηρούµε ότι καµία από τις δύο πράξεις δεν επηρεάζουν την τιµή
της παράστασης nv − ne + nf . Μια πράξη της µορφής (1) αυξάνει κατά
ένα τον αριθµό των ακµών όπως και τον αριθµό των τριγώνων και αυξάνει
κατά δύο τον αριθµό των πλευρών. ΄Αρα έχουµε η έκφραση nv − ne + nf

για το δίκτυο τριγώνων είναι ίδια όπως και στο αρχικό τρίγωνο. ∆ηλαδή,
nv−ne+nf = 3−3+1 = 1 και άρα για το δίκτυο τριγώνων και για το δίκτυο
πολυγώνων έχουµε nv − ne + nf = 1.
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Σχήµα 7
Αποτέλεσµα µετά από 4 διαδοχικές πράξεις.

3.2 Πόσα κανονικά απλά πολύεδρα υπάρχουν

Μία εφαρµογή του ϑεωρήµατος Descartes. Θα υπολογίσουµε το πλήθος των
κανονικών απλών πολυέδρων, αφού πρώτα παραθέσουµε του εξής ορισµούς :

Ορισµός 3.4 (Κανονικό πολύγωνο). Κανονικό πολύγωνο ονοµάζεται το πο-
λύγωνο που έχει όλες τις πλευρές και γωνίες ίσες. (Σχήµα 8)

Σχήµα 8

Ορισµός 3.5 (Κανονικό πολύεδρο). Κανονικό πολύεδρο ονοµάζεται το πολύ-
εδρο που όλες οι έδρες του είναι ίσα κανονικά πολύγωνα, τα οποία ενώνονται
γύρω από κάθε κορυφή µε τις γωνίες που σχηµατίζονται να είναι ίσες.
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Θεωρούµε ένα κανονικό απλό πολύεδρο το οποίο έχει h ακµές που κα-
ταλήγουν σε κάθε κορυφή και κάθε έδρα έχει k πλευρές. Τότε µπορούµε να
εξάγουµε τις εξής δύο σχέσεις :

hnv = 2ne = knf .

Από το ϑεώρηµα Descartes και µε την χρήση της παραπάνω σχέσεις έ-
χουµε

2ne/h− ne + 2ne/k = 2,

αυτή µπορεί να απλοποιηθεί και να πάρει την µορφή

1/ne = 1/h+ 1/k − 1/2.

Γενικά, για κάθε πολύεδρο ισχύει ότι h ≥ 3 και k ≥ 3, στην περίπτωση
που και οι δύο αριθµοί h, k είναι αυστηρά µεγαλύτεροι του 3 τότε έχουµε:

1/ne = 1/h+ 1/k − 1/2 ≤ 1/4 + 1/4− 1/2 = 0,

το οποίο προφανώς είναι άτοπο. Οπότε ένας από τους δύο αριθµούς πρέπει
να είναι ίσος µε 3. ΄Εστω ότι k = 3. Τότε ϑα έχουµε ότι

1/ne = 1/h− 1/6

Παρατηρώντας προσεκτικά την παραπάνω σχέση συµπεραίνουµε ότι οι
τιµές που µπορεί να πάρει το h είναι 3,4 και 5. Καθώς για οποιαδήποτε τιµή
µεγαλύτερη του 5 το αποτέλεσµα ϑα ήταν αρνητικό ή ίσο µε µηδέν και για
τιµές 1 και 2 δεν υφίσταται όπως έχουµε αναφέρει διότι το h ≥ 3.

Στην περίπτωση όπου το k = 3 και το h = 3, 4, 5 έχουµε ότι ne = 6, 12, 30
αντίστοιχα. ΄Οµοια εάν το h = 3 και k = 3, 4, 5 τότε το ne = 6, 12, 30 αντίστοι-
χα.

Οι περιπτώσεις όπου οι αριθµοί h, k, n ικανοποιούν την σχέση 1/ne =
1/h+ 1/k − 1/2 είναι 5 και παραθέτονται στον παρακάτω πίνακα:
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Με την ϐοήθεια της σχέσης hnv = 2ne = knf και 2ne/h− ne + 2ne/k = 2
µπορούµε να ϐρούµε τα nv και nf τα οποία δίνονται στον επόµενο πίνακα:

Καταλήγοντας υπάρχουν 5 κανονικά απλά πολύεδρα όπως ϕαίνονται στο
Σχήµα 9 :
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Σχήµα 9

Αυτά τα 5 είδη κανονικών απλών πολυέδρων ήταν γνωστά από τα αρχαία
ελληνικά χρόνια από τον ΄Ελληνα ϕιλόσοφο Πλάτωνα και γι΄ αυτό το λόγο τα
λέµε και Πλατωνικά στερεά.

49



3.3 Χαρακτηριστική µιας επιφάνειας

΄Εστω ένα απλό πολύεδρο, τότε µπορούµε να το µετατρέψουµε στην επιφάνεια
µιας σφαίρας όπως έχει αναφερθεί σε προηγούµενη ενότητα. Το αποτέλεσµα
αυτής της διαδικασίας ϑα είναι να έχουµε ένα δίκτυο πολυγώνων πάνω στην
σφαίρα δηλαδή έχουµε καταφέρει να διαιρέσουµε την σφαίρα µε κάποια είδη
καµπυλωτών πολυγώνων τα οποία αντιπροσωπεύουν τις έδρες του πολυέδρου.

Ορισµός 3.6 (Κυρτό πολύγωνο). ΄Ενα πολύγωνο ονοµάζεται κυρτό αν και
µόνο αν για κάθε δύο σηµεία του το ευθύγραµµο τµήµα που τα ενώνει να
περιέχεται µέσα του.

Αντίστοιχα, εάν κάποιος διαιρέσει την επιφάνεια µιας σφαίρας σε ένα
πεπερασµένο αριθµό κυρτών πολυγώνων µε τρόπο ώστε για κάθε κυρτή ακµή
να υπάρχουν µόνο δύο κυρτά πολύγωνα που να έχουν αυτήν την ακµή κοινή
τότε µπορούµε να µετατρέψουµε την σφαίρα σε ένα απλό πολύεδρο µε έδρες
τα καµπυλωτά πολύγωνα της σφαίρας (Σχήµα 10).

Σχήµα 10

΄Οπως έχουµε αναφέρει παραπάνω για τα απλά πολύεδρα ισχύει το ϑεώ-
ϱηµα Descartes. Καθώς έχουµε αναφέρει ότι µπορούµε να µετατρέψουµε τα
απλά πολύεδρα σε σφαίρες τότε το ϑεώρηµα Descartes ϑα ισχύει και για τα
καµπυλωτά πολύγωνα της σφαίρας. ΄Αρα για κάθε διαίρεση της σφαίρας σε
καµπυλωτά πολύγωνα ισχύει η σχέση nv − ne + nf = 2. Συνεπώς, για κάθε
διαίρεση της σφαίρας σε κυρτά πολύγωνα ο αριθµός 2 ϑα εµφανίζεται ανε-
ξάρτητα από το είδος των κυρτών πολυγώνων που σχηµατίζονται στην σφαίρα.
Θα λέµε ότι η σφαίρα έχει χαρακτηριστική 2.
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Ας ϑεωρήσουµε τον τόρο, ϑα αποδείξουµε ότι η χαρακτηριστική του είναι
0. ΄Οπως έχουµε αναφέρει στην Ενότητα 2.2 ο τόρος κατασκευάζεται από ένα
επίπεδο (Σχήµα 11).

Σχήµα 11

Προκειµένου να διαιρέσουµε τον τόρο σε καµπυλωτά πολύγωνα διαιρούµε
το επίπεδο (Σχήµα 12).

Σχήµα 12

Στην συνέχεια κατασκευάζουµε τον τόρο µε την γνωστή µέθοδο. Το αποτέλε-
σµα είναι ο τόρος να έχει διαιρεθεί σε καµπυλωτά πολύγωνα. Λόγω του ότι οι
κορυφές O ενώνονται σε µία και αντίστοιχα κάθε κορυφή µε το ίδιο γράµµα
γίνεται µία, γι΄ αυτή την διαίρεση παρατηρούµε ότι έχουµε

nv = 9, ne = 18, nf = 9,

τότε
nv − ne + nf = 0.
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Οπότε για τον τόρο δεν ισχυέι το ϑεώρηµα Descartes. Παρ΄ όλα αυτά
µπορούµε να δείξουµε ότι αν διαιρεθεί σε πεπερασµένο αριθµό καµπυλωτών
πολυγώνων µε τρόπο ώστε για κάθε καµπυλωτή ακµή να υπάρχουν µόνο δύο
καµπυλωτά πολύγωνα που να έχουν αυτην την ακµή κοινή, τότε η χαρακτη-
ϱιστική του τορού είναι 0.

Γενικότερα, µπορούµε να ϐρούµε την χαρακτηριστική για κάθε επιφά-
νεια. ΄Οπως ϑα δούµε η χαρακτηριστική είναι τοπολογική αµετάβλητη δη-
λαδή δύο οµοιοµορφικές επιφάνειες έχουν την ίδια χαρακτηριστική. ΄Αρα
µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι το µη-απλό πολύεδρο (Σχήµα 2) το οποίο
είναι οµοιοµορφικό µε τον τόρο έχουν την ίδια χαρακτηριστική η οποία είναι
0.

3.4 Μονοµερείς επιφάνειες

Ας ϕανταστούµε ότι ϐρισκόµαστε στην επιφάνεια µιας σφαίρας. ΄Εστω ότι
ϑέλουµε να µεταβούµε από ένα σηµείο Α το οποίο ϐρίσκεται στην εξωτερική
επιφάνεια της σφαίρας, σε ένα σηµείο Β το οποίο ϐρίσκεται στην εσωτερική
πλευρά της σφαίρας, µε την προυπόθεση να µην τρυπήσουµε την επιφά-
νεια. Είναι προφανές ότι µε την παραπάνω προυπόθεση που δώσαµε δεν ϑα
µπορούσαµε να περάσουµε από την εξωτερική επιφάνεια στην εσωτερική.

Τις επιφάνειες που έχουν αυτήν την ιδιότητα τις ονοµάζουµε διµερής.
Παρ΄ όλα αυτά υπάρχουν επιφάνειες που δεν ικανοποιούν αυτήν την ι-

διότητα. Για παράδειγµα ας ϑεωρήσουµε την ταινία Möbius η οποία κατα-
σκευάζεται ως εξής :

Αρχικά έχουµε ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο ABCD όπως στο Σχή-
µα 13.

Σχήµα 13

Επιλέγουµε την πλευρά CD. Αφού την περιστρέψουµε 180o από την
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αρχική της ϑέση, την κολλάµε µε την πλευρά AB µε τέτοιο τρόπο ώστε τα
άκρα A,C και B,D να ταυτίζονται.

Τότε έχουµε το αποτέλεσµα της ταινίας Möbius (Σχήµα 14).

Σχήµα 14

Αφού έχουµε κατανοήση την επιφάνεια της ταινίας Möbius µπορούµε
εύκολα να δούµε ότι αν ϐρισκόµασταν σε ένα σηµείο πάνω στην επιφάνειά
της και κάναµε µία διαδροµή P, P ′ όπως στο Σχήµα, τότε ϑα παρατηρούσαµε
ότι αν το σηµείο P ϐρισκόταν στο εσωτερικό της ϑα καταλήγαµε στο σηµείο
P ′ στην εξωτερική επιφάνεια της ταινίας Möbius χωρίς να την τρυπήσουµε.
∆ηλαδή η ταινία Möbius δεν έχει εσωτερικά και εξωτερικά µέρη. Τέτοιου
τύπου επιφάνειες τις ονοµάζουµε µονοµερής.

Ο H. Tietze απέδειξε ότι ο χρωµατικός αριθµός για την ταινία Möbius είναι
6. Για να το αποδείξουµε αυτό, αρχικά διαιρούµε ένα ορθογώνιο παραλληλό-
γραµµο ABCD σε τρεις οριζόντιες λωρίδες. Στην συνέχεια την πρώτη λωρίδα
την χωρίζουµε κάθετα σε δύο περιοχές τις 1 και 2, την δεύτερη σε τρεις τις
3,4,5 όπου η 4η περιοχή γειτονεύει µε τις 1,2 και την τρίτη σε τρεις περιοχές
τις 2,6,1 όπου η περιοχή 6 γειτονεύει µε τις 3,4,5 (Σχήµα 15).

Σχήµα 15
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΄Επειτα δηµιουργούµε την ταινία Möbius όπως έχουµε περιγράψει. Σε
αυτό το σηµείο µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι οι περιοχές 1 και 2 που ήταν
πάνω στο ορθογώνιο παραλληλόγραµµο όταν δηµιουργηθεί η ταινία Möbius
συνορεύουν. Οπότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι έχουµε 6 περιοχές αντί για
8 που είχε το επίπεδο. ΄Αρα ο µέγιστος αριθµός γειτονικών περιοχών είναι 6.
Τότε και ο αριθµός των µέγιστων σηµείων που µπορούµε να ενώσουµε µεταξύ
τους ώστε οι διαδροµές τους να µην τέµνονται είναι 6.

Η ταινία Möbius δεν είναι κλειστή επιφάνεια. Το ερώτηµα που τίθεται
είναι αν µπορούµε να ϐρούµε µια κλειστή µονοµερής επιφάνεια στον χώρο.
Μια τέτοια επιφάνεια ϑα πρέπει να µην έχει ακµές και να µην έχει εσωτερικό
και εξωτερικό. Παρ΄ όλα αυτά πρέπει να τρυπάει τον εαυτό της σε συγκεκρι-
µένα µέρη. ΄Ενα τέτοιο παράδειγµα είναι το εξής :

Ας πάρουµε την επιφάνεια της σφαίρας κατασκευασµένη από ένα ελαστι-
κό υλικό. Σχεδιάζουµε ένα τετράπλευρο ABCD πάνω στην σφαίρα και το
αφαιρούµε (Σχήµα 16).

Σχήµα 16

Στην συνέχεια µετασχηµατίζουµε την επιφάνεια της σφαίρας όπως στο
Σχήµα 17.
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Σχήµα 17

Κλείνουµε το άνοιγµα ενώνοντας την πλευρά AB µε την πλευρά CD και την
πλευρά DA πλευρά BC. Τελικά παίρνουµε το αποτέλεσµα του Σχήµατος 18.

Σχήµα 18

Αυτή είναι µία κλειστή επιφάνεια η οποία έχει µία καµπύλη διείσδυσης
AB. Αρα αυτή είναι µια µονοµερής και κλειστή επιφάνεια.

3.5 Προσανατολίσιµες και µη-προσανατολίσιµες
επιφάνειες

Οι µονοµερείς επιφάνειες στον χώρο µπορούν να χαρακτηριστούν και από µια
άλλη τοπολογική ιδιότητα. Ας ϑεωρήσουµε µία τυχαία επιφάνεια στον χώρο
και για κάθε σηµείο πάνω της µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα κύκλο µε
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κέντρο αυτό το σηµείο, µε εξαίρεση τα σηµεία του συνόρου. Στην συνέχεια
σ΄ αυτούς του κύκλους προσδίδουµε µία έννοια κυκλικής κατεύθυνσης ώστε
για κάθε δύο γειτονικά σηµεία η αντίστοιχοι κύκλοι µε κέντρα αυτά να έχουν
την ίδια κατεύθυνση. Εάν αυτό ισχύει για κάθε σηµείο πάνω στην επιφάνεια
τότε η επιφάνεια ονοµάζεται προσανατολίσιµη (Σχήµα 19), διαφορετικά ϑα
την ονοµάζουµε µη-προσανατολίσιµη (Σχήµα 20). ΄Αρα µια µονοµερής επι-
ϕάνεια δεν µπορεί να είναι προσανατολίσιµη. Σε κάθε µονοµερής επιφάνεια
υπάρχει τουλάχιστον µία κλειστή διαδροµή κατά µήκος της οποίας µπορού-
µε να «περπατήσουµε» και να ϐρεθούµε σε ένα άλλο σηµείο το οποίο είναι
στην άλλη µερία της επιφάνειας.

Σχήµα 19

Σχήµα 20

΄Αρα εάν επιλέξουµε ένα σηµείο της επιφάνειας και κατασκευάσουµε κύ-
κλο µε κέντρο το σηµείο αυτό προσδιδοντάς του µια συγκεκριµένη κατεύθυν-
ση τότε εάν διασχίσει την παραπάνω διαδροµή ϑα καταλήξουµε να έχουµε ένα
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σηµείο γειτονικό µε το αρχικό µας το οποίο όµως έχει διαφορετική κυκλική
κατεύθυνση (Σχήµα 20). Αυτό είναι χαρακτηριστικό των µονοµερών επιφα-
νειών.

Εάν την ταινία Möbius την κόψουµε κατά µήκος της καµπύλης όπως στο
Σχήµα 20 δεν ϑα χωριστεί σε δύο κοµµάτια όπως ϑα περιµέναµε. Η κλειστή
καµπύλη P, P ′ διαθέτει την εξής σηµαντική ιδιότητα : αν πάρουµε ένα τυχαίο
σηµείο σε ένα από τα δύο κοµµάτια της ταινίας Möbius και το διατρέξουµε
στην επιφάνειά της παρατηρούµε ότι ϑα διαπεράσει και το άλλο κοµµάτι
της ταινίας και τελικά ϑα ϐρίσκεται στην συµµετρική µεριά της ταινίας απ΄
ότι ξεκίνησε. Μια κλειστή καµπύλη πάνω σε µια επιφάνεια έχει αυτήν την
ιδιότητα αν και µόνο αν είναι µονοµερής επιφάνεια. Με ϐάση το γεγονός
αυτό κάθε διµερής επιφάνεια είναι προσανατολίσιµη.

Ας ϑεωρήσουµε µία επιφάνεια την οποία µπορούµε να διαιρέσουµε σε
καµπυλοτά πολύγωνα. Τότε ο προσανατολισµός πάνω σ΄ αυτήν την επιφάνεια
µπορεί να οριστεί µε έναν διαφορετικό τρόπο. Για ένα καµπυλωτό πολύγωνο
CBA πάνω σ΄ αυτήν την επιφάνεια µπορεί να οριστεί προσανατολισµός µε
ϐάση την παράθεση των κορυφών που εκφράζουν την διεύθυνση (Σχήµα 21).

Σχήµα 21

Σύµφωνα µε τα παραπάνω µπορούµε να συµπεράνουµε ότι εάν έχουµε
µια πλευρά η οποία είναι κοινή σε δύο πολύγωνα και επίσης έχουµε ορίσει
µία έννοια προσανατολισµού πάνω σε αυτά τότε παρατηρούµε ότι η πλευρά
αυτή έχει αντίθετες κατευθύνσεις. Για παράδειγµα παρατηρήστε το παρακάτω
Σχήµα 22 .
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Σχήµα 22

Τα πολύγωνα BCD και ABD αναφέρονται σύµφωνα µε τον τρόπο που
έχουν προσανατολιστεί, παρατηρούµε ότι αυτά τα δύο πολύγωνα έχουν κοινή
πλευρά την DB παρόλα αυτά αν προσπαθήσουµε να διαβάσουµε την πλευρά
σύµφωνα µε τον προσανατολισµό του BCD πολυγώνου ϑα τη διαβάζαµε DB
ενώ µε του ABD ϑα τη διαβάζαµε ως BD. ΄Αρα κάθε πλευρά κυρτόυ πολυ-
γώνου που ϐρίσκεται πάνω σε µία διαιρεµένη από αυτά κλειστή επιφάνεια
έχει δύο κατευθύνσεις, σε αυτή την περίπτωση η επιφάνεια αυτή ονοµάζεται
προσανατολίσιµη. Αυτός είναι ο κανόνας του Möbius για τις πλευρές.

Στην συνέχεια ϑα αποδείξουµε µε τον κανόνας του Möbius ότι η ταινία
Möbius είναι µη-προσανατολίσιµη όπως έχει αποδειχθεί και παραπάνω. Ας
την διαιρέσουµε σε πέντε τρίγωνα (Σχήµα 23)

Σχήµα 23

και δίνουµε την έννοια του προσανατολισµού σε ένα από τα πέντε τρίγωνα,
για παράδειγµα ABC. Τότε παρατηρούµε ότι η κατεύθυνση για το τρίγωνο
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ABE είναι η ABE. Παρ΄ όλα αυτά η πλευρά AB για το τρίγωνο ABC έχει
την κατεύθυνση AB το ίδιο ισχύει και για το τρίγωνο ABE. ΄Αρα έχουµε
ϐρει µία πλευρά από την πολυγωνική µας διαίρεση η οποία έχει δύο ίδιες
κατευθύνσεις. Οπότε σύµφωνα µε τον κανόνα του Möbius η επιφάνεια είναι
µη-προσανατολίσιµη.

Θα δώσουµε ένα ακόµα παράδειγµα µη-προσανατολίσιµης επιφάνειας.
Πιο συγκεκριµένα, ϑεωρούµε το οκτάεδρο ABCDEF (Σχήµα 24), το σχήµα
που δηµιουργείται από τις τέσσερις έδρες AED,EBC,CFD,ABF και τρία
τετράγωνα ABCD,EBFD,AECF .

Σχήµα 24

΄Αρα τελικά έχουµε επτά πολύγωνα. Επίσης οι διαγώνιοι AC,BD,EF δεν
ϑεωρούνται ως πλευρές. Κάθε πλευρά του σχήµατος είναι κοινή µε δύο πο-
λύγωνα. Οι τέσσερις έδρες AED,EBFD,EBC,ABCD έχουν ανά δύο µία
κοινή πλεύρα. ΄Εστω ότι ορίζουµε ένα προσανατολισµό στην έδρα AED ως
AED. Από τον κανόνα Möbius µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι οι υπό-
λοιπες έδρες έχουν τους εξής προσανατολισµούς DEBF,BEC,BCDA. ΄Αρα
µπορούµε να διακρίνουµε ότι η πλευρά AD έχει δύο ίδιες κατευθύνσεις. Συ-
νεπώς, το παραπάνω επτάεδρο δεν είναι προσανατολίσιµη επιφάνεια. Αυτό
λέγεται επτάεδρο C. Reinhardt.
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Το επτάεδρο C. Reinhardt δεν είναι simple πολύεδρο καθώς από το ϑεώ-
ϱηµα Descartes έχουµε

nv − ne + nf = 6− 12 + 7 = 1

το οποίο δεν ισχύει για τα απλά πολύεδρα. Οπότε δεν µπορούµε µε συνεχή
τρόπο να µετατρέψουµε αυτό το επτάεδρο σε σφαίρα.

3.6 Τοπολογικά πολύγωνα

Κάθε πολύγωνο είναι οµοιοµορφικό µε τον κυκλικό δίσκο. Θα λέµε ότι ένας
κυκλικός δίσκος είναι τοπολογικό πολύγωνο αν η περιφέρειά του µπορεί να
διαιρεθεί σε έναν συγκεκριµένο αριθµό r ≥ 2 τόξων τα οποία ονοµάζονται
πλευρές, µε κορυφές ίσες µε τον αριθµό των πλευρών. ΄Οποτε τα τοπολογικά
πολύγωνα καθορίζονται από ένα κυκλικό δίσκο και τον αριθµό των πλευρών.

΄Οταν r > 2, ένα τοπολογικό πολύγωνο είναι πάντα οµοιοµορφικό µε ένα
κυρτό ευθύγραµµο πολύγωνο (Σχήµα 25).

Είναι προφανές ότι δεν υπάρχει ευθύγραµµο πολύγωνο µε δύο πλευ-
ϱές. Παρ’ολα αυτά, στο Σχήµα 26 ϕαίνεται ένα τοπολογικό πολύγωνο µε δύο
πλευρές. Συµφωνά µε τον ορισµό των τοπολογικών πολυγώνων τα ευθύγραµ-
µα πολύγωνα είναι ειδικές περιπτώσεις τοπολογικών πολυγώνων. Από εδώ
και πέρα, όταν αναφερόµαστε σε πολύγωνα ϑα εννοούµε πάντα τοπολογικά
πολύγωνα, εκτός αν αναφέρεται το αντίθετο.

Σχήµα 25
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Σχήµα 26

3.7 Κατασκευή κλειστών προσανατολίσιµων ε-
πιφανειών από πολύγωνα

Σε αυτήν την ενότητα ϑα κατασκευάσουµε κλειστές επιφάνειες µετασχηµατί-
Ϲοντας πολύγωνα και κολλώντας συγκεκριµένες πλευρές µεταξύ τους. Αυτή
η πράξη δεν είναι οµοιοµορφισµός καθώς δύο διαφορετικά σηµεία µπορούν
να ταυτίζονται µετά την επικόλληση των πλευρών. Αλλά η διαδικασία αυ-
τή ϑα µας διευκρινίζει πως κάποιες συγκεκριµένες επιφάνειες µπορόυµε να
τις αποσυνδέσουµε σε ένα ή περισσότερα πολύγωνα ικανοποιώντας κάποιες
συγκεκριµένες συνθήκες.

Αρχικά, ϑεωρούµε µία σφαιρική επιφάνεια κατασκευασµένη από ένα ε-
λαστικό υλικό. Κόβουµε την επιφάνεια κατά µήκος ενός τόξου P,Q. ΄Επειτα,
µετασχηµατίζοντας κατάλληλα την επιφάνεια είναι ϕανερό ότι µπορούµε να
την µετατρέψουµε σε ένα δίσκο µε δύο τόξα όπως στο Σχήµα 26. Τελικά,
παρατηρούµε ότι την σφαίρα την µετατρέψαµε σε ένα τοπολογικό πολύγωνο
µε δύο πλευρές. Αντίστοιχα, µπορούµε να µετατρέψουµε ένα τοπολογικό
πολύγωνο µε δύο πλευρές σε µία σφαίρα απλά κολλώντας τις δύο πλευρές
του. Με άλλα λόγια, την σφαίρα µπορούµε να την δηµιουργήσουµε από ένα
πολύγωνο µε δύο πλευρές µετασχηµατίζοντας κατάλληλα την επιφάνεια του
πολυγώνου και κολλώντας τις δύο πλευρές µε τέτοιο τρόπο ώστε να συµπί-
πτουν οι κατευθύνσεις που έχουµε ορίσει πάνω τους (Σχήµα 27).
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Σχήµα 27

Αν ορίσουµε µία κυκλική κατεύθυνση στο εσωτερικό του τοπολογικού
πολυγώνου τότε µπορούµε να ορίσουµε τις πλευρές του PQ,QP ως a−, a+

αντίστοιχα (Σχήµα 26).
Για παράδειγµα, ο τόρος κατασκευάζεται από το ορθογώνιο παραλληλό-

γραµµο (σελ.18 Σχήµα 5) κολλώντας τις πλευρές µε το ίδιο όνοµα. Παρ’ολα
αυτά, υπάρχει και ένας δεύτερος τρόπος να ενώσουµε τις πλευρές αυτού του
ορθογώνιου παραλληλογράµµου, ενώνοντας τις πλευρές a αφού πρώτα περι-
στρέψουµε 180o την µία από τις δύο. Ως αποτέλεσµα ϑα έχουµε την ταινία
Möbius. ΄Οµως µας ενδιαφέρει από ένα πολύγωνο να έχουµε µοναδική ε-
πιφάνεια. Οπότε στο εσωτερικό του πολυγώνου ϑα ορίζουµε µία κυκλική
κατεύθυνση και ϑα δίνουµε κατευθύνσεις στις πλευρές του πολυγώνου ώστε
να ενώνουµε κατάλληλα τις αντίθετες κατευθύνσεις.

Ας ϑεωρήσουµε το πολύγωνο µε οχτώ πλευρές όπως ϕαίνεται στο Σχήµα
28.

Σχήµα 28

Παρατηρούµε ότι η κατεύθυνση πάνω στην περιφέρεια και στο εσωτερικό
έχει ορισθεί. Στόχος µας είναι να κολλήσουµε τις πλευρές µε την ίδια ονοµα-
σία όπου τα ϐελάκια µοιάζουν. Το Σχήµα 28 µε ϐάση την εσωτερική κυκλική
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κατεύθυνση όπως έχει ορισθεί, µπορεί να αναπαρασταθεί ως εξής :

a+b+a−b−c+d+c−d−.

΄Αρα τις πλευρές τις οποίες ϑα κολλήσουµε είναι η εξής : a+ ↔ a−, b+ ↔
b−, c+ ↔ c−, d+ ↔ d−. Το αποτέλεσµα αυτών των πράξεων σχηµατικά
απεικονίζεται ως :

Σχήµα 29

Σχήµα 30

Το αποτέλεσµα τις παραπάνω διαδικασίας ονοµάζεται γενικευµένος τόρος

µε δύο οπές.
΄Ενα άλλο παράδειγµα είναι το εξής πολύγωνο:

Σχήµα 31
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Συµβολικά αναπαριστάται ως : a+b+a−b−c+d+c−d−e+f+e−f−

Το παραπάνω πολύγωνο µε δώδεκα πλευρές ϑα δείξουµε ότι µετατρέπεται
σε έναν τόρο µε τρεις οπές. Ακολουθώντας την διαδικασία του προηγούµενου
σχήµατος έχουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα.

Σχήµα 32

Σχήµα 33

Σχήµα 34
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Γενικεύοντας τα παραπάνω παραδείγµατα, µπορούµε να κατασκευάσου-
µε έναν γενικευµένο τόρο µε p οπές, ξεκινώντας µε ένα πολύγωνο µε 4p
πλευρές.

3.8 Κατασκευή κλειστών µη-προσανατολίσιµων
επιφανειών από πολύγωνα

Το Σχήµα 18 (σελ.44) κατασκευάστηκε µετασχηµατίζοντας και κολλώντας
κατάλληλα τις τέσσερις πλευρές ενός πολυγώνου στην επιφάνεια της σφαίρας.
΄Αρα το Σχήµα 18 είναι αποτέλεσµα του τοπολογικού πολυγώνου µε πλευρές
a+, b+, a+, b+ (Σχήµα 35). Αυτές τις πλευρές µπορούµε να τις απλοποιήσουµε
συµβολίζοντας το b = a (Σχήµα 36).

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα πολύγωνο a+, a+, b+, b+. Κόβουµε αυτό το
πολύγωνο κατά µήκος της διαγωνίου c σχηµατίζοντας δύο τρίγωνα (Σχήµα
37) και κολλάµε τα τρίγωνα κατά µήκος των πλευρών b.

Σχήµα 35
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Σχήµα 36

Σχήµα 37

Μετασχηµατίζοντας κατάλληλα το αποτέλεσµα µπορούµε να έχουµε ένα
πολύγωνο µε τέσσερις πλευρές a+, c+, a−, c+ (Σχήµα 38). Στη συνέχεια κολ-
λάµε τις πλευρές a ώστε να δηµιουργήσουµε έναν κύλινδρο µε αρχή και
τέλος τις πλευρές c (Σχήµα 39). ΄Οµως, παρατηρούµε ότι δεν µπορούµε να
µετασχηµατίσουµε κατάλληλα το σχήµα ώστε τα ϐέλη των πλευρών c να ται-
ϱιάζουν.

Σχήµα 38

Σχήµα 39
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Για να µπορέσουµε να ενώσουµε τις δύο πλευρές, αρχικά, µετασχηµατίζουµε
την µία από τις δύο ώστε να είναι µικρότερη από την άλλη. Στην συνέχεια
παίρνουµε την µικρότερη πλευρά και την διαπερνάµε από το τοίχωµα της
επιφάνειάς της και την ενώνουµε µε την άλλη πλευρά c (Σχήµα 40). Αυτή η
επιφάνεια ονοµάζεται επιφάνεια του Klein και µπορούµε να παρατηρήσουµε
ότι είναι µία κλειστή µη-προσανατολίσιµη επιφάνεια.

Σχήµα 40

Ας ϑεωρήσουµε ένα κυκλικό δακτυλίδι (Σχήµα 41). Αφού το κόψουµε
στην µέση (Σχήµα 42) µετασχηµατίζουµε αυτά τα δύο κοµµάτια που έχουν
προκύψει όπως στο (Σχήµα 43,Ι). Τέλος, κολλάµε αυτά τα δύο κατά µήκος
των κοινών πλευρών a (Σχήµα 43,ΙΙ). Περιστρέφοντας 180o την πλευρά f την
κολλάµε µε την όµοια πλευρά της, δηµιουργώντας την ταινία Möbius. Είναι
εύκολο να παρατηρήσουµε ότι η µία από τις δύο πλευρές (δηλαδή η a) του
κυκλικού δακτυλιδιού έχει µετασχηµατιστεί στην µεσαία καµπύλη της ταινίας
Möbius, ενώ η εξωτερική πλευρά έχει µετατραπεί στην πλευρά της ταινίας.

Σχήµα 41
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Σχήµα 42

Σχήµα 43

Καταλήγοντας, µπορούµε να δηµιουργήσουµε την ταινία Möbius από ένα
τοπολογικό πολύγωνο µε µία οπή. Επίσης, µπορούµε να δηµιουργήσουµε
την επιφάνεια του Klein κολλώντας δύο ταινίες Möbius ακµή µε ακµή. Καθώς
και από την επιφάνεια του Klein κόβοντάς την όπως το παρακάτω σχήµα
προκύπτουν δύο ταινίες Möbius.

3.9 Τοπολογικός ορισµός κλειστών επιφανειών

Στις προηγούµενες ενότητες αναφέραµε την έννοια της επιφάνειας, χωρίς ϐέ-
ϐαια να έχουµε δώσει αυστηρό τοπολογικό ορισµό αλλά στηριζόµασταν στις
γνώσεις της στοιχειώδης γεωµετρίας. Παρακάτω ϑα δώσουµε τον τοπολογι-
κό ορισµό της επιφάνειας. Προς διευκόλυνσή µας ϑα περιοριστούµε στις
κλειστές επιφάνειες.
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Στις δύο προηγούµενες ενότητες κατασκευάσαµε µερικές κλειστές επι-
ϕάνειες χρησιµοποιώντας πολύγωνα και οριζοντας µία κατεύθυνση σε αυτά.
Αντίστροφα, µπορούµε να κατασκευάσουµε πολύγωνα αποσυντίθοντας τις
επιφάνειες σε ένα ή περισσότερα πολύγωνα υπό κάποια συγκεκριµένα κρι-
τήρια. Αυτές οι επιφάνειες ποικίλουν εξετάζοντάς τες από την µετρική τους
µορφή, για τον λόγο αυτό ϑα περιοριστούµε σε επιφάνειες τις οποίες µπο-
ϱούµε να τις µετατρέψουµε σε ένα ή περισσότερα πολύγωνα υπο κάποιες
συνθήκες όπως αναφέραµε οι οποίες ϑα διασαφηνιστούν παρακάτω. Είναι
ϕυσικό αυτές τις συνθήκες να τις επιλέξουµε ώστε να γενικεύουν τις συνθή-
κες για τα πολύεδρα (σελ. 30 Ορισµός 3.1). Για τον λόγο αυτό ϑα ονοµάζουµε
αυτές τις επιφάνειες κλειστές πολυεδρικές επιφάνειες.

Ορισµός 3.7 (Τοπολογικό πολύεδρο). ΄Ενα τοπολογικό πολύεδρο είναι ένα
σύστηµα πεπερασµένου αριθµού τοπολογικών πολυγώνων τα οποία ικανο-
ποιούν τις εξής ιδιότητες :

1. Κάθε δύο πολύγωνα του συστήµατος να µην έχουν κοινό εσωτερικό
σηµείο.

2. Κάθε δύο διαδοχικά πολύγωνα έχουν κοινή πλευρά.

3. Τα πολύγωνα του συστήµατος δεν µπορούν να χωριστούν σε δύο ξε-
χωριστά συστήµατα τέτοια ώστε κάθε πλευρά του πολυγώνου των συ-
στηµάτων να είναι κοινή µε άλλη πλευρά του ίδιου συστήµατος(Για
παράδειγµα ϕανταστείται τα πλακάκια του δαπέδου ως ένα σύστηµα
πολυγώνων, αν το δαπεδο το χωρίσουµε στην µέση τότε τα πλακάκια
στο σύνορο χωρισµού έχουν µία πλευρά η οποία δεν είναι κοινή µε
άλλο πολύγωνο του ίδιου συστήµατος).

4. Για κάθε κορυφή ενός πολυγώνου του συστήµατος, τα πολύγωνα που
έχουν αυτή την κορυφή κοινή µπορούν να αναπαρασταθούν σε κυκλική
µορφή ως εξής : p1, p2, ..., pn ώστε τα pi και pi+1 να έχουν κοινή πλευρά
που περνά από αυτήν την κορυφή.

Τα πολύγωνα τα οποία δηµιουργούν ένα πολύεδρο ονοµάζονται έδρες.
Μία κοινή πλευρά δύο πολυγώνων ονοµάζεται ακµή του πολυέδρου. ΄Ενα
σηµείο του πολυέδρου ονοµάζεται κορυφή εάν είναι κορυφή για κάποιο πο-
λύγωνο που δηµιουργεί το πολύεδρο.

Ορισµός 3.8 (Κλειστή επιφάνεια). Κλειστή επιφάνεια ορίζουµε να είναι το
σύνολο των σηµείων που ανήκουν σε ένα τοπολογικό πολύεδρο.
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΄Οπως η έννοια των τοπολογικών πολυγώνων έτσι και η έννοια των τοπο-
λογικών πολυέδρων είναι αµετάβλητη κάτω από τους οµοιοµορφισµούς. ΄Αρα
κάθε σύνολο οµοιοµορφικό µε µία κλειστή επιφάνεια είναι και αυτό κλειστή
επιφάνεια. Οπότε, η ιδιότητα των συνόλων να είναι κλειστές επιφάνειες είναι
τοπολογικά αµετάβλητη.

Μία κλειστή επιφάνεια ϑα µπορούσαµε να την χωρίσουµε σε πολύγωνα
µε πολλούς διαφορετικούς τρόπους, σεβόµενοι ϐέβαια τις τέσσερις παραπάνω
συνθήκες. Μια τέτοια διαδικασία σε µία κλειστή επιφάνεια ονοµάζεται πολυ-

γωνική διαίρεση. Μπορούµε εύκολα να δούµε ότι εφαρµόζοντας κατάλληλες
πολυγωνικές διαιρέσεις σε µία κλειστή επιφάνεια ϑα έχουµε και διαφορετικό
πολύεδρο. Για παράδειγµα, την σφαίρα µπορούµε να την µετατρέψουµε σε
καµπυλόγραµµο κύβο ή σε καµπυλόγραµµο τετράεδρο ή σε καµπυλόγραµ-
µο οχτάεδρο κ.τ.λ.. Λόγω του ότι από µία επιφάνεια µπορούµε να έχουµε
πολλά διαφορετικά πολύεδρα είναι αναγκαίο να ξεχωρίσουµε τις έννοιες της
κλειστής επιφάνειας και του πολυέδρου. Μία κλειστή επιφάνεια είναι το σύ-
νολο των σηµείων τα οποία παράγονται από µία πολυγωνική διαίρεση. Ενώ
ένα πολύεδρο είναι µια κλειστή επιφάνεια του οποίου η πολυγωνική διαίρε-
ση είναι ήδη καθορισµένη. Συνεπώς, µία κλειστή επιφάνεια είναι ένα σύνολο
σηµείων, ενώ ένα πολύεδρο είναι ένα σύνολο πολυγώνων που σχετίζονται µε
κάποια συγκεκριµένη σχέση.
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